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El6szé a_ Matematika 1lI,-hoz

A mai kor erdémérncki tudomdnyaiban, és egyuttal a gyakorlatban is,

mondhatjuk, hogy alapvetS szerepet jatszik a linedris programozds, a valdészi-
nuségszamitds és a matematikai statisztika, Kilondosen ez utdbbi dontd fontos-
sdgu a tekintetben, hogy az életjelenségek tendencidit és tomegjelenségeiben

rejld torvényeit szabatosan megfogalmazzuk,

Midén a Matematika IlI-t, dr, Roxer Egon kitund munk&jét, amely a ma-
tematika fent felsorolt Adgainak a megalapozdsat és az erdSmérndcki gyakorlat-
ban valé alkalmazdsét targyalja, a hallgatdk, oktatdk és kiulsd szakemberek
kezébe adjuk, ugy hisszik, jelentGs mértékben elSsegitjik az erddmérncoki tu-
doményok fejlesztésének uUgyét, amelyhez a matematikai tudds és felkésziiltség
nélkulozhetetlen,

Ugy érzem azonban, mindannyiunk matematikai felkésziiltsége is korsze-
rusitésre szorul, A Matematika IIl, rész jegyzetének kiadésa tehdt nemcsak a
hallgatéknak, de nekiink oktatdknak is gyumolcsozd befektetés, Bizonyitja ezt
a gyakorlat részérdl felénk iranyuld érdeklédés is,

MeggySzddésem, hogy elkovetkezik az az idd, midén a szaktanszékek
vezetSi sajit munkdjuk megkonnyitésére és az oktatds hatékonysdganak eme-

lésére egy negyedik félév beiktataséat fogjdk kérni,

Sopron, 1969, december 31,

Dr,Pankotai Gébor
tanszékvezets egyetemi tanér
tudomanyos rektorhelyettes
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Mat

ematikai_statisztika

Bevezetés

Az erdd- vagy faipari mérnok gyakorlatdban, legyen a feladat tervezd,el

lendrz6 vagy kutatd jellegu, a szikséges informdcidkhoz Aaltaldban mérések, il-

letSleg megfigyelések révén keletkezelt adathalmazok, ugynevezett statisztikai

adatok elemzése vezet, A matematikdnak azt az &gét, amely a statisztikai ada-

tok gviijtésével, rendezésével és elemz

te, médszerei a valdészinuségelmélet tételeire épilnek, A valdszinuségelmélet a

természetben, a tarsadalomban. termelésben stb. eldforduld véletlen események

objektiv_torvényszeruségeit tarja fel, Véletlen =2seményeknek tekintjuk azokataz

eseményeket, anmelyeknek tobbféle kimenetele lehetséges, de eldre nem  tudjuk
megdllapitani, hogy azok kozul melyik kovetkezik be, Természetesen a véletlen
események bekovetkezésének is megvannak az okai, azonban ezeket az oko—
kat egyaltaldn nem vagy csak részben ismerjuk, Az olyan véletlen események
amelyek azonos korulmények kozott akdrhényszor megismételhetdk, vagy lega-

labb megfigyelhetck a véletlen tomegjelenségek korébe tartoznak, A kovetke zd

ot fejezetben a szakménkban elSforduld véletlen tomegjelensegek vizsgdlatdval

fogunk foglalkozni,

legfontosabb_jellemzdi

A szakmai gvyakorlatban lépten-nyvomon olyan halmazokkal taldlkozunk, a-

melyek egvedei egyes lénveges tulajdonsdgok, jegvek szempontjdbdl homogé -—

nek, viszont mis tulajdonsagok szempontjdbdl valtozékonysdgot mutatnak, Eze-

ket a halmazokat statisztikai sokasagoknak nevezzuk, llyen példaul egy erdd-—

részlet faegyedeinek halmaza, vagy egy farostlemezszéria lemezeinek Osszes—
sége, A statisztikai sokasdagot azon jegyek szempontjdbdl vizsgaljuk, amelyek -
re nézve ennek elemei valtozékonysagot mutatnak, A valtozékonysdg a vélet -

lenszerien hatéd tényezdk eredménye, A statisztikai sokasdg egy valtozékony -

sdgot mutatd jegyre vonatkozd adathalmazéat alapsokasdgnak nevezzik, Alapso-

kasdgot alkotnak az emlitett erdOrészlet faegyedeinek mellmagasséagi dtmérdi,
magassagai stb, A masik példadnkban a farostlemezszéria lemezeinek hajlitészi-
lardségai; térfogatsulyai stb, képeznek egy-egy alapsokasdgot, Az alapsokasa-

got jellemz& tulajdonsdgra vonatkozd adathalmaz kétféle lehet: és




széamldlhatd, Példaul mérhetd jegyek: a mellmagassdgi atmérd.
magassag, farostlemez hajlité szildrdsdga stb, szdmldlhaté jegyek: a fagyléces-
ség, teriletegységére esd ujulat, faipari termék jé minSsége, vagy selejtessége

stb,
12 A minta
Amikor egy alapsokasdgra vonatkozdan informécidkat akarunk szerezni,

nem gazdasdgos és gyakran nem is lehetséges minden elemét vizsgdlat targyé

va& tenni, llyenkor az alapsokasdg elemei koziil véletlenszerien Kkivalasztunk'n"

darabot, és ezt a véletlenszeriien kivdlasztott "n" elemet egvitt "n" elemsza -
’

mu mintdnak nevezzik, Ez a minta fogja képviselni az alapsokasdgot a vizs -

gdlat sorén, Ugyanis, ha a minta elemszamat, az alapsokasdg elemeinek véalto-
zékonysdgéat figyelembe véve, elég nagyra terveztuk, a minta hien tukrozi az
alapsokasdg jellegzetes vonasait,

A minta elemszédménak nagysdga azonban nemcsak az alapsokasdgot al-

kotd elemek valtozékonysagétdl fugg, hanem attdl is, hogy milyen célt szolgél ,

Ha a mintdnak hiuen és pontosan kell képviselni az alapsokasdgot, akkor nagy-

mintat kell vennunk, amelynek elemszama n > 30, Ha azonban elGzetes tajéko-
z6dds, vagy pedig ellendrzés a mintavétel célja, elegendd kismintdt alkalmazni,

ennek elemszédma n < 30,

1.21., Fontosabb mintavételi médszerek

A minta elemeinek kivélasztdsa az alapsokasdgbdl a korulményeknek meg-
felelSen tobbféleképpen torténhet,

Kivédlaszthatjuk a minta elemeit sorshuzéssal, vagyis az alapsokasag e-
lemei szdmot kapnak, és a kihuzott szadmok sorrendjében keriilnek a mintéba,
A sorshuzdst helyettesithetjiik sorsolds alapjan késziilt véletlen szédmtédbldza —

tokkal, A kivalasztdsnak ezt a mddjat egyszeri véletlen mintavételnek nevez —

zuk, Jellemz3 kovetelménye, hogy az alapsokasdg minden elemének azonos e-
sélye legyen a mintdba kerulésre,
De kivélaszthatjuk a minta elemeit szabdlyszeru sorrendben is, Példéul

minden 10-ik elem kerul a mintdba, Ez a szisztematikus mintavétel,

Ha az alapsokasdg nem homogén, példiul elegyes erdd fafajonként alkot
hat egy-egy réteget, vagy tobb gépbdl szdrmazd munkadarab gépenként alkot-

hat egy-egy réteget, llyenkor minden rétegbdl ardnyszdménak megfeleld elem-—




szdmu mintédt kell venni, akdr egyszeru véletlen, akdr szisztematikus mintavé —

tellel, Ez a rétegsezett mintavétel,

Ha az alapsokasdg nagy teruleten fekszik célszerii azt nagy egységekre
tontani és ezek kozil vélasztani, A kivdlasztott egységeket megint egységekre
bontjuk, amelyekbdl ismét valasztunk stb, A kivdlasztdsnak ez a mddszere a

tobblépcsts mintavétel, Az egységek kivalasztdsa itt is torténhet véletlenszerii

en vagy szisztematikusan,

Amennyiben a minta elemei bizonyos teriileten helyezkednek el, igy pél-
déul egy erddrészlet fai, és célszeri nem az egyes elemeket, hanem bizonyacs
kivdlasztott terileten 1évG elemeket a mintdba venni, teriiletardnyos mintavételrdl

beszélunk, Ha a kivélasztott teriletegységek alakja kor, koros mintavétel, ha

paszta, pdsztds mintavétel a neve, A teriletardnyos mintavételnek egy modern
véltozatdndl nem a teriletet jeldljik ki, hanem a feldllds helyeit,amelyeken kor-
befordulva minden fat megszamldlunk, amelynek mellmagassdgi atmérdjét a meg-

hatarozottndl nagyobb szog alatt latjuk, Ezt a mddszert szogszamldldsi mintavé-

telnek nevezziik, A teruletegységeket vagy feldllds helyeket célszeribb a tér-
képen szisztematikusan kivdlasztani, mert igy konnyebben felkereshetSk a te —

repen,

I IllLlllIII |
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1, sz, abra,

A nagysdg szerint rendezett minta

1,22, A minta jellemz8i

A minta rendeltetése az, hogy egy alapsokasdgra vonatkozdan informaci-

Skat szolgdltasson, A nyers minta azonban szé&dmok rendetlen halmazét jelenti,

amely nem attekinthetd, Ha ezt a szdmhalmazt nagysdg szerint rendezzuk,ugy-

nevezett megfigyelési sorozat &ll rendelkezésiinkre, ( 1, sz, &dbra),




alakban, ahol x1 a minta legkisebb - xi a minta Altaldnos - és xn a minta leg-
nagyobb eleme, A kismintat gyakran érdemes ilyen alakban felirni, A nagymin-
tat, amelynél n > 30, de gyakran 100 s6t 300 is lehet korilményes lenne nagy-
sd&g szerint rendezni, és amellett tovdbbra is nehezen kezelhet§ maradna, Hogy
a nagymintat attekinthetSbbé tegyiik, elemeit osztdlyokba rendezziik, Azon tudo-
manyagakban, ahol a reprezentativ statisztikai mddszerek meghonosodtak, a min-
tavétel céljara nyomtatvényokat készitettek, és a minta rendezett formdban a-
zonnal az ugynevezett mintavételi jegyzdkonyvbe vagy kartonokra keriil, A min-
ta rendezett alakban a gyakorlott szemnek méar némi tdjékoztatdst nyujt, az a-

lapsokasdg tulajdonsdgait illetSen azonban konkrét kovetkeztetésekre csak a

minta jellemzSinek ismeretében juthatunk., A minta jellemzdi a kozépértékek, a

valtozékonysdg mérésére szolgalé mutatdk, és az eloszlds grafikonjai,

A kozépértékek olyan Aaltaldnosité mutaté széamok, amelyek a minta eltérd
nagysagu elemeinek Osszességét - valamilyen tulajdonsdg szempontjabdl - to-
moren egy szadmmal képviselik, A kozépértéktdl Aaltaldban megkivénjuk, hogy di-
menzidja megegyezzen az elemekével, legyen érzékeny az Osszes elemek nagy-
sdgdra, a tovabbi szamitdsokra alkalmas legyen, és konnyen lehessen kiszd —
mitani, A legfontosabb kozépértékek: a szamtani kozép, a medidn és a mddusz

A valtozékonysdgot mérd mutaték jelzik, hogy a sorozat elemeinek mek —

kora a véltozékonysdga, vagyis hogy ezek az elemek milyen mértékben szdé-
rédnak szét a kozépérték korul, Minél kisebb a szdrddds mértéke, anndl tipi -
kusebb a kozépérték, és anndl megbizhatébban jellemzi a vizsgalt mintéat, A
legfontosabb ilyen mutatdk: a wvariancia vagy szdérdsnégyzet, a szdrds, a vari-
aciés koefficiens és a terjedelem,

A minta elemeinek eloszldsdt szemléltetS grafikonok csak az osztdlyokba

rendezett mintdkndl lépnek fel, llyenek a hisztogram, a tapasztalati surliségpo-

ligon, és a tapasztalati eloszléspoligon ( poligon = sokszdgvonal),

1,23, Az osztdlyokba nem rendezett mintdk ( kismintdk) jellemz8&i

A szémtani kozép, jele: x

A szémtani kozép a minta elemeinek Osszege osztva az elemek szamé —

val, Szédmos' elényos tulajdonsdga van, A megfigyelési sorozat legkisebb és leg-
nagyobb elemei k&zé esik, Ertéke hatdrozott, dimensidja megegyezik az eleme-
kével, a sorozat minden elemétdl fligg, kdnnyen szdmithatd, Héatrdnya, hogy nem
minden esetben tipikus, A kozépértékek kozul leggyakrabban haszndaljak, A

mintdnak tehat egyik legfontosabb mutatdja, amely a tovabbi szdmitdsokban kép-

viseli_a mintét, Legyen a nagység szerint rendezett megfigyelési sorozat( 1.sz.4bra):




ez rovidebben:

X = a minta altaldnos eleme

i

n
2 = summa = Osszeg ( 1-n-ig)
1

n
= x, = az elemek Osszege (1-n-ig)
7

= A minta elemszama

A minta szédmtani kozepét az elemek helyébe irva, azok Osszege valto—
Y s

zatlan marad:

N
et T Xi (2)
1

A minta elemeinek a szamtani kozéptdl vett eltérései Osszegezve zérust

eredményeznek:

2 (

Ha a szamtani kozepet az elemekbdl levonjuk, és az igy nyert eltérések

négyzeteit osszegezzik, akkor az eltérések négyzetosszege kisebb lesz, mint
=4 g . g ’

barmely més szamértéktdl szamitott eltérések négyzetdosszege, Az eltérésnégy-
zet-oOsszeg jele SQ ( summa qaaadrat) -

-

+ (x,- ;() +




(4)

Az 30 eltérésnégyzet-osszeget némi &talakitdssal szdmitds ra alkalmasabb

alakra hozhatjuk, A I jel mogott elvégezzilkk a négyzetreemelést:

2
i

SQ:Z(Xi—;()2=Z(x =

—2xi;{+;()

A £ jel a zérdjelben 1évo minden tagra vonatkozik:

2
i

- -2
—£2xix+§x

=
A Zox i jelenti az elemek négyzetének Osszegét,

¥ oop 2){.i X jelenti 2x -el megszorzott elemek Osszegét, Mivel a 2x az dsz

szeg minden tagjdban mint szorzd szerepel kiemelhetd a X jel elé:

Y 2x. x = 2x 2 x,,

1 1

-2

. -2 4 ; s
A S x tulajdonképpen n x =-et jelent, Gondoljunk arra, hogy a kiindu -

1"

- - 2 il B - :
14snédl = (xi - X) =ben, "n" eltérésnégyzetben szerepel az x, igy a négyzet-—

- : -2 - -
reemelés utdn is n x -nek kell lennie, Tehét:

2 - -2
SQ:ixi-ZxSxi+nx

A jobboldal misodik tagjdban a = xi—t szorozzuk és osztjuk is "n" -el:
Eix,
l —_

2 X n——% n x
n




A median, jele: Me

A medidn nagysag szerint rendezett megfigyelési sorozat kozépsd eleme,

A sorozatot két egyenld részre osztja, vagyis megfelezi, Nem érzékeny az ele-
mek nagysagara, amig azoknak a kozéphez viszonyitott helyzete nem véltozik,
Gyakran jol megkozeliti a szdmtani kozép értékét, és k.&)nrlyebber'i is szémitha~
té mint a szamtani kozép, ezért specidlis ésetben a szdmtani kozép helyett
haszndljdk, olyankor ha a két oldaldn elhelyezkedd elemek nagysdgra nézve
is szimmetiridt mutatnak, Ezen kivul szimmetriavizsgalatnal valamint a szamtani ko-
zép kozelitd képleteiben szerepel, A kismintdk medidnja paratlan elemszdm e-
setén a nagysdg szerint rendezett sorozat kozépsSd eleme, pdros elemszdm e-

setén a két kozépss elem szémtani étlaga lesz,

A minta terjedelme, _jele: W, (r),

A minta terjedelme a sorozat legnagyobb és legkisebb eleme kozotti ki~

lonbséget, intervallumot jelenti, Ha a terjedelem nagy, akkor az elemek valtozé-

konysdga vagyis a szdmtani kozép korili szdérédédsa is jelentSs, A terjedelmet
gyakran alkalmazzdk a "kozelitd" szémitdsokndl, Azonban mint a szdérddéds mu-
tatdja nem tul megbizhatd, mert csak 2 elemtdl fligg, és a minta legnagyobb és
legkisebb eleme gyakran szélsOséges érték, Ha a minta legnagyobb elemét X -
el

, a legkisebbet x]—-el jeloljuk, akkor a terjedelme:

N
. . - - ” - —
A variancia ( szérdsnégyzet), jele: s

elemekbdl allé6 megfigyelési sorozat

eltérésnégyzeteinek szdmtani kozépértékét variancidnak, szdérddasnak, vagy szo-

rdsnégyzetnek nevezziik, A variancia a véltozékonysdg egyik fontos mutatdja,

A kisérletek elemzésénél és egyes statisztikai probdkndl nélkilozhetetlen, A min-

ta variancidja tehét:

= e - 2
+(x2—x)+,,.,,,+(xn~y)

n




A szdrds, jele: s,

A szdrisnégyzetbdl pozitiv_négvzetgyokvondssal kapjuk a minta szdriséat,

ez a valtozékonysdg masik fontos mutatdja, Négyzetes &tlageltérésnek is neve-
zik, Dimenzidja megegyezik az elemekével, A mintdk elemzésénél a szdmtani

kozéppel egylitt a mintadt képviseli, A szdrds képlete tehat:

(xl—;c)2+(x2—;<)2+.,.+(xn-—;<)2

(8)

Az elemek szdrbédédsédnak jellemzésére csaknem Kizardlag a szdrist hasz-
ndljuk, A szdrds nagysaga a minta minden elemétdl flugg, A szdrds nagysigd-
tél viszont fligg a minta megbizhatdsdga és igy a szikséges mintaelemszdm is,

A minta szdrdsa tehdt az egy elemre esd atlagos eltérés leshaszndlato-

sabb mértékszama,

A varidcidés koefficiens, jele; s%

A szdrddasi esvitthatd vagy varidcids koefficiens kifejezi a szdrast

szamtani kozép szdazalékaként:

100 % : s%

(9)

Akkor alkalmazzuk, ha eltérd jelenségek szdérdddsét vagy kiilonbozd mér-
tékegységekben kifejtett megfigyelési sorok szdrddaséat kell osszehasonlitanunk,

Erre alkalmassd teszi az, hogy %-ban fejezziik ki, De alkalmazzuk a szdrds




helyett a minta elemszdménak meghatdrozdsanal, vagy a megfigyelés hibdjdnak

szamitdsdandl stb,

Példak a kismintak jellemzdinek szamitdsara

A jellemzOket két tizedessel pontosabban szdmitjuk, mint ahogy az ele -
meknél van, és az utolsd tizedest kerekitjik, Osszeadds kdzben az esetleges
utolsd 5-0s szdmjegyet egyszer fel, egyszer lekerekitjuk, A szdzalékban Kki -
fejezett értékeket elég 1 tizedesre kerekiteni,

1, Megmértiik 20 db, idGs sarjeredetu tolgy magassdgét méterben, A nagy-
sdg szerint rendezett mérési sorozat a kovetkezd: 11, 13, 14, 14, 15, 15, 15,
16, 16, 16, 16, 17, 17, 17, 18, 18, 19, 19, 21, 22, Szémitsuk ki a w, x, Me, s

és s% értékeket:

A terjedelem konnyen felirhatd:

11, 22 = 11 = 11 m

Az x és "sg" szamitdsat altaldban egyiitt végezzik, Célszeru a szdamitdst

tdblazatban végezni, Az elsd oszlopba 1 = sorszédm, a masodikba, Xy = elemek;

a harmadikba (xi - X) = eltérések, a negyedikbe (Xi - X) = eltérésnégyze -

tek keriilnek,

I. sz, tadblazat,
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51 Wi 46,55 = 2,66 m=a 2,6 m

A szémtani kozép toObbnyire nem egész szam, és kényelmetlen képezni

kilonbségeket és azok négyzeteit, Ha az X, értékek nem tul nagyok, konnyeb-

ben szdémithatjuk a szdérast az

képlet segitségével,

, sz, tablazat,

OO NO O WM




5543 ~ 5412
20

X

A medidn - a sorozat paros elemszamu lévén - a 10,-ik és 11,-ik sor-

szdmu elemek szémtani kdzepe lesz:

Xll = 16y

1,24 A nagymintdk rendezése és jellemzdinek szdmitdsa

Nagymintdndl, amikor n > 30-ndl, az elemekkel kilon-kilon szédmolni ne-
hézkes és hosszadalmas lenne, Ezért a minta terjedelmét "k" darab egyenld
szakaszra, osztdlyra bontjuk, A szakasz szélességét osztilykdznek nevezzik,

és "d"-vel jeloljuk, Az egyes osztidlyokat egymdastdl elvilasztd értékeket osz-

talvhatdroknak, az osztdly kozepére es8 értékeket pedig osztilykozepeknek ne-

vezzik, Az osztilykdzepeket ugyanugy, mint a minta elemeit indexszel ellétott

"x"-el:

- jeloljuk,

Példaul ha az 1, példdban szerepld alapsokasdghdl nem 20, hanem 100

elemu mintat vesziink, célszeri a mintdt ugy tdblédzatba rendezni, hogy az ele-




- Y0 e

mek oszlopdba az el8forduld magasségi méreteket irjuk ndvekvd sorrendben, k-
zek lesznek az osztdlykdzepek, Igy az osztdlykdz d = 1 m lesz, Az osztily-
kozepek oszlopa mellé egy uj oszlop keril, amelybe az egyes magassdgi mé-

retek darabszamét, gyakorisdgét irjuk, ezen oszlopot fi—vel jeloljuk,

III, sz, tédblazat

OCO~NOOPWNRE

A I, sz, tdbldzatban az osztdlyok szdma k = 12, de vdalaszthattuk volna
az osztdlyok szédmét k = 6-nak is, akkor az osztdlykdz 2 m lett volna,
Az osztdlyok szdmét "k"-t (&ltaldban 6 és 20 kozdtt) ugy valasztjuk

meg, hogy a

o,1<—2—<1 (10)

feltétel teljesiiljon, Az "s" értékét kozelitbleg becsiiljik a (138) képlet segit—
ségével, Célszeru ugyelni arra, hogy az osztdlykdzepek lehetdleg minél egy —
szeribb szdmok legyenek, Az osztilyhatarokat pedig, ha lehet érdemes ugy
megvdlasztani, hogy pont rdjuk ne essen egy elem sem, Ha ez nehézségekbe
litkozik, legfeljebb a gyakorisdgok nem lesznek egész szdamok,

Miutdn meghatdroztuk az osztdlyok szamét, az osztdlykodzt, az osztdlyha-
tdrokat és osztdlykdzepeket, tdblazatot készitiink, amelynek elsd oszlopdba az
osztdlyok sorszdma keriil, a mésodikba az osztdlyok alsé és felsG hatara se-
gitségével kijelolt osztdlykozok, a harmadikba a megfelelG osztalykozepek, A
negyedik oszlopot ugy képezziik, hogy a minta elemeit sorba megvizsgaljuk, és

az osztdlynak megfeleld sorba egy fliggbleges vondst huzunk, A hatodik osz -




gyes osztdlyokba tartozdé gyakorisdgokat indexszel elldtott "f"-el jeloljuk:

Az f. gyakorisdgokat sulyoknak is nevezik, (IV, sz, tdblazat) .
i € -

IV, sz, tdbldzat,

A besorolt elemek

M|
MM

A nyomtatott felvételi jegyzSkonyvek, a lényeget illetSen, hasonldék a IV, sz,

tabldzathoz,

aA>S

A vizsgdlt tulajdonsdgok szempontjdbdl fontos tudnunk, hogy a minta e -
lemei a terjedelmen beliil hogyan helyezkednek el, Vagyis, hogy milyen a min-
ta_eloszldsa, A minta eloszlasara vonatkozdan legtobbet a gyakorisdgeloszlas
és a valdszinuségeloszlas mond, A valdszinuségeloszlasrdl késobb lesz szd,

A minta "n" elemébdl az els6 osztalyba f , a mésodikba {, . ., ., a"k'-

* °

P

ba fk elem esik, ezt nevezziik gyakorisdgeloszldsnak, Ha egy derékszogu ko

ordinatarendszerben az "x" tengelyre az osztidlykdzepeket felmérjuk, majd e-




zek f[Olé az osztdlykozzel mint alappal és a gyakorisdggal mint magassédggal

téglalapokat rajzolunk, hisztogramnuk nevezett dbrét kapunk, amely kituin8en

szemlélteti a minta gyakorisidgeloszldsat, ( 2, sz, &bra),

)

e ——

e

e e —

Nx'

2, sz, Abra,

A hisztogram

A sulyozott szédmtani kozép

Az osztdlyba rendezett mintandl, ha az osztdlyba sorolast jél végeztiik,

és az elsd osztalyba esd fl elem Osszegét - az elemek helyébe az x_. osz-

1
talykozepet téve - az X, fl szorzattal, a masodik osztdly elemeinek Osszegét

az x2 P AR - N e 101 ) osztély elemeinek Osszegét az :\l" fk szorzattal
helyettesitjiik, a szorzatok osszege a ( 2)-es reldcié alapjdn n —s eo mellett &

a
minta elemeinek Osszegével lesz egyenld:

n
Ix, = (11)
/ 1

s x

mivel x = an___l__ a sulyozott szédmtani kozép képlete, ahol a gyakorisdgokat

értjuk a sulyok alatt:




A _sulyozott szdérds

Az elst osztadlyba esd f1 db elem helyébe az X, osztdly kozepet téve,
- B

az elst osztalyba esd elemek eltérésnégyzet Osszege (Xl - x) 7 f
iy B

mésodik osztdlyba es& elemek eltérésnégyzet oSsszege (x, - x) f

1
o

"k"-adik osztadlyba esS elemeké (Xk - X) fk" A "k" db osztdly eltérésnégy-
zeteinek Osszege a minta elemeinek eltérésnégyzetdosszegével lesz egyenld:
i3 , {1 0

n - =
SO:g(xi~x) +(x2-x) f,

lesz a sulyozott szdras képlete,

Egyszerubb szdmitdsi méd a sulvozott szémtani kozép és szdrds szdmitdsara

A nagyminta szamtani kdzepének és szdrasanak:’szdamitdsdra szamitds -
technikai szempontbdl alkalmasabb képleteket vezethetunk le,

Az osztdlykozepekkel az aldbbi transzforméciét végezzuk:

(16)

ahol X, az az osztédlykozép, amelyhez a legnagyobb gyakorisdg tartozik, "d"
az osztalykoz, és x’j a transzformdlt osztdlykodzép, ( 16) ~bdl az xivt kifejez —-

ziik:

12) -be téve a sulyozott szdmtani kozép:

k
> e L ¢ s (ax '+ x
Ay B i

n n




képletének szdmitdsdndl a ( 13) -as képletbdl indulunk Kki:

k oD L, B
SO = 3 (x, = %) spf = Z(xz. - 2 xX + x2) £,
- A i i i i

, - 2x £ x,. f, + nx" =
1w

e x f (& = f,)2
e 2 1le.f.+n——-1—l——
n 18 n2

2 2
_Z(infi) +(infi)
n n

2
4§ - X, fi)

B~ e Y (18)

SQ értéke nem valtozik meg ha ( 18)-ban az X, osztalykozepeket x

D -vel
eltoljuk pozitiv irdnyba (xi helyébe x, - x

- keriil) :

[Z(Xi = *p) fi,]2

n

SO:Z(xi-—x

de ( 16) -bdl:




Ebbdl a szdérasnégyzet

és végul a sulyozott szdrés:

A képletekben szerepld ?i 55 2 . mennyiségeket tdblazatban szé —

mitjuk ki (ldsd a VIII, téblézatot),

Az osztdlyokba rendezett minta medidnja

Az osztidlyokba rendezett mintédnal az elemek nem szerepelnek, csupdn
z osztidlykozepek és gyakorisdgok, a medidn nem kereshetd ki, hanem sza-
mitanunk kell, mégpedig az osztdlyba rendezett mintdndl rendelkezésiinkre &l
16 adatok segitségével, A median képletének levezetésénél a minta hisztog

ramjéboél indulunk ki ( 3. sz, &bra) .

Xo

3., sz, abra,

A medidn az x _ osztdlyhataridl jobbra esik
o




El8szor megkeressiik az X osztélyhatért, amely a mintit két kozel e
gyenld részre osztja, és amelyt Ul a medidn "x" tévolsdggal jobbra esik, tehét

a median:

Az "x" értéket linedris interpolacidéval jol kozelithetjik, A 3, sz, dbrael-
s6 négy oszlopdt egymds folé helyezziuk, Az els6 hdrom oszlop magassiga
£, + 6, + {3 = n_ (az xo-to’l balra, tablazatban felfelé esd elemek szaméval e-

1 3
gyenl8), Az elsd négy oszlop magassdga (n, + fj)' Az n

és (nb - fj) ma-

b b

gassdgok kozé esik az Me-hez tartozd -—g— (az elemszé&m fele) magasség, A

4, sz, dbra szerint hasonld hdaromszogekbdl "x" mér szémithatd,

d

Nl T S T e e \J

4, sz, abra,

"

x" szémitdsa linedris interpolédcidval

"x" értékét (21) -be téve kapjuk a nagyminta medidnjédnak képletét:




A median kozelitésére gyakran haszndljdk annak az osztdlynak a koze

pét, vagy hatdrédt amelybe a medidn esik, Ennek neve nyers medidn (Me’),

A _modusz, jele: Mo

A médusz a gyakorisdgi kozép, az az "x" érték, amelyhez a legnhagyobb

gyakorisdg tartozik, Csak osztdlyokba rendezett mintdkbdl szamitjuk, A legna -
gyobb gyakorisdggal rendelkezl osztdlyt, amelybe a mddusz esik, modélis osz-

talykoznek szoktédk nevezni, Ennek az osztdlynak a kozepét, xD~~v'el jeloljuk, A

médusz szdmitdsdndl a minta hisztogramjdbdl indulunk ki (5, sz, &bra),

fi

Pp
<

[
’p

|
|
|

e L
L

Xp Mo

5, sz, abra,

A modusz az XD t8l jobbra esik

az Mo mddusz az Xy tél "x" tavolsdggal jobbra esik,

Az kozelitc értékét parabolikus interpolécidval szamitjuk ki, Az

sz, abra : VD‘ és P. pontjain Mo (0,0) kozéppontu koordinata-rendszerben
3 ]

egyenletu parabolat fektetliink &t, ahol "a'" negativ érték, de ezt az egyszeru




- B

ség kedvéért nem jeldljuk ( 6, sz, &bra), hiszen "a'"-t, a képletbdl ugy is ki-—

kiiszOboljuk,

|
S
A

&/

6, sz, abra,

Az "x" szdmitdsa parabolikus interpoléacidval

AP, PD, és Pj pontoknak az. Mo ( 0;0) kezdSpontra vonatkozé koordindtdi:

Pb[(—x—d) : be

ahol fD az XD

-nek megfeleld, fb a tole balra, és fi a tole jobbra esS gyakori-
ség, Mindhdrom pontra felirjuk a parabola egyenletét:

= a (d—x)2 + b

Az elsS és harmadik egyenletben elvégezziik a muveleteket, majd Ossze-
adjuk és kivonjuk Sket egymdasbdl:

9

2 2
fb=ad 2 oad.x * 8%+ b

o
—
2a d x $ ax + b




a (25)-b6l kifejezziik "x"-et: a ( 24)-bdl pedig

e

o

( 26) -ot a (23)-ba helyettesitve kapjuk a nagyminta mdéduszét:

A mdédusz jelentSsége abban van, hogy a mintdnak az a tényleges érté-
ke, amelynek a legnagyobb a gyakorisdga, tehat amelynek a bekodvetkezése a
legvaldészinubb, és ezért bizonyos esetekben a vizsgalt tulajdonsdgot jobban ki-
fejezi, mint barmely méas kozépérték, Igy novény és Aallatkisérletek alkalméaval ,
nemesitésnél, vagy terméseredmények, vagy a piac vizsgdlatdndl atlagér jel-
lemzésére gyakran a mdédusz a leghaszndlhatébb kozépérték, Szerepe wvan a
mdédusznak az eloszldsok szimmetriavizsgdlatdndl is, A mddusz kozelitésére al-

kalmazzuk a nyers mdéduszt (Mo’'), amely vagy x_ osztdlykozép, vagy a méd-

D
duszhoz legkozelebb esd osztalyhatér,

A _nagyminta terjedelme

Ha a minta elemei ismertek, akkor ugyanugy &llapitjuk meg, mint a kis~
mintdndl, Ha azonban csak az osztalyokba rendezett minta ismert, az egyes
elemek nem, akkor természetszeriuleg a terjedelem a két szélsd osztalyhatar

Gheat, Sazifat 12 ; . : -
X1 -5 es x + 3 kiulonbsége lesz, ami azt jelenti, hogy az Xy
2 2

legnagyobb és legkisebb osztdlykdzép kilonbségéhez még "d'"-t hozzad kell ad-

xl—azaz a

ni,




A varidcidés koefficienst itt is a ( 9) -es képlettel szamitjuk ki,

A tapasztalati valdészinuség

Miutdn ismert eldSttink a minta gyakorisdgeloszldsa azaz, hogy az "i'"-e-
' dik osztélyba fi elem esik, gyakran tudnunk kell, hogy a minta egy véletleniil
kivdlasztott -elemének mekkora toredéke jut az "i"-edik osztdlyra, Jeloljuk a ke-
resett mennyiséget gi——vel, Ha "n" elembdl fi db esik az "i"-edik osztdlybaak-

kor egy elembdl g;- Ez egyenes ardnyossag lévén:

tehdt az "i"-edik osztalyra:

jut ( 29)

A g, érték az "i"-edik osztdlvhoz tartozd relativ gvakorisdg, ez azt a valdszi-

nuséget jelenti, amellyel a minta egy véletlenszeriuen kivalasztott eleme az "i"-

edik osztdlyba esik, Mivel a & empirikus (tapasztalati) érték, amely az fi gya-

korisdgot elosztva az "n" elemszdmmal pontosan kiszdamithatd, ezért, tapaszta-

lati valészinuségnek mondjuk, A minta tapasztalati valdészinuségeloszldséat a g

relativ gyakorisdgok sorozata jelenti (V. sz, tdbldzat g oszlopa)., A tapaszta-

! "n

lati valészinuségeloszlds szintén hisztogrammal szemléltethetS, De most az "y
tengelyre a viszonylagos gyakorisdgokat hordjuk fel, Ha ennek a hisztogram—
nak csak a fels8 hatarvonaldt rajzoljuk meg, egy lépcsds abrét kapunk ( 7, sz,
dbra), amely azt szemlélteti, hogy a minta elemei milyen mértékben siirlisddnek

a szémtani kozép korul,

Mivel a 7, dbran léthaté poligonhoz ( sokszdgvonal) emprikus uton jutot-

tunk tapasztalati suruségsorbének nevezzik,

Egyes feladatokndl sziikséges megdllapitani, hogy a minta egy véletlen —
szeruen kivdlasztott eleme mekkora tapasztalati valdésziniiséggel lesz kisebb

mint az egyes osztalyhatdrok, Allapitsuk meg, hogy mekkora valdszinuséggel

lesz kisebb a minta "x" eleme az "i"-edik osztdly felsG hatdrdndl, A tapasz-

talati valésziniuiséget megkapjuk, ha gyakorisagot osztjuk az "n" elemszémmal,

T
A1l 2, ,.., i ik osztdlyba osszesen f_, f., . . . fi . roviden > fi elem

3 a4 s
esik, i
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X
7, sz, abra,
A tapasztalati suruséggorbe

Ha ezt a valdszinuséget

g [x <x + %)] ~el jeldljiik:

» ZZ g, (30)
7

;
azt latjuk, hogy a keresett tapasztalati valdészinuséget a 3 g relativ gyakori-

sdgdsszeg szolgdltatja (V. sz, téblézat g, oszlopa) A

tablazat

&;

o
=1

€o




A tapasztalati valészinuség meghatarozésara tobbnyire a szamldlhatd je-
gyek esetén, mig a relativ gyakorisdgtsszeg szamitdsara a mérhets jegyek e-
setén keril sor,

Ha a derékszogu koordindtarendszerben az "x" tengelyre felhordjuk az

osztdlyok felsd hatérait és az "y" tengelyre a megfelelS Zgi értékeket, lép-

cs8zetes poligont kapunk, amelyet tapasztalati eloszldspoligonnak fogunk nevez-

ni (10, sz. dbra),

-

Példédk a nagyminta rendezésére és jellemzdinek szdmitdsdra

2., Megmértik 109 db, idOs sarjeredetu tolgy mellmagassédgi atmérdjét cm-
ben, a mérési adatok a kovetkezdk: 35, 26, 40, 38, 24, 23, 30, 33, 36, 25, 22, 31,
39, 19, 22, 36, 33, 32, 44, 43, 24, 28, 36, 38, 27, 25, 40, 32, 34, 37, 42, 38, 33,
27, 41, 39, 36, 30, 43, 40, 38, 41, 32 25, 33, 45, 28, 45, 39, 44, 28, 30, ‘37, 27,
35, 45, 26, 29, 34, 37, 41, 28, 39, 37, 33, 47, 26, 29, 35, 39, 40, 36, 32, 29,
34

51, 29, 31, 27, 30, 30, 34.88%, 35087, 42, 37, 38, 35, 34, 26,30, /33, 27,
30

b
L

1

32, 32, 34, 32, 29, 31, 31, 33, 37, 35, 31, 34, a/ Rendezziik a mintdt, b/

’

Rajzoljuk meg a hisztogramot, ¢/ Szdmitsuk ki a minta Me, Mo, x, s, s%, jel-

"

lemzdit, d/ Osszehasonlités végett szdmitsuk ki x értékét a (17)~es és '"s
értékét a ( 20) -as képlettel is,

a/ A minta rendezését a minta terjedelmének kiszdmitdsdval kezdjik, A
minta elemeit végignézve latjuk, hogy » - 19 cm és % - 51 cm, tehét a min-
ta terjedelme:

A 32 nem oszthaté maradék nélkiul 3-al, ezért 1l-et adunk hozzd és igy az
osztalykoz:
32 +
d = 11 = 3 cm lesz,
De ellen8rizniink kell, hogy megfelel-e a ( 10) -es feltételnek, és ehhez ismer-
niink kell az "s" értékét, amelyet a ( 138)~as képlettel kdzelitSleg szdmitunk

ki a 17, példaban:




S .

- : d = ¢ = X’ . el = -
A feltétel mivel —5— _b— = 0,5, teljesul. Most mar az osztalyok szama onként a-

doédik:

Ha az osztdlyhatdrok egész szadmok esetleg sok elem esik éppen rajuk, ezért
célszeru a két szélsS osztdlyhatdrnak 18,5 és 51.5 értékeket valasztani,és azt
a terjedelemnek megfeleld intervallumot 11 osztdlyra bontani, Igy az osztalyha-
tdrra nem esik egy elem sem, viszont az osztdlykOzepek egész szdmok lesz -
nek: 20, 23, ., .. 50,

Most méar elkészithetjuk a tdblazatot, és beoszthatjuk a minta elemeit (VI.
tadblazat) :

V1, téblazat,

osztalyok cm- < A beosztott ele-
ben mek

l
i 5
mm—ru 12
JHTJH A 17
gl 19
T St o I 19
gl 18
Ll 9
M 7
| 1
5 - | -3

= 109

b/ A minta hisztogramjét megkapjuk, ha a 11 osztdlynak megfeleld inter-
vallumot az osztdlykozepekkel a vizszintes tengelyre felhorjuk, majd ezekre a

megfeleld gyakorisdgokkal mint magassaggal téglalapokat emeliunk:




1 ] !
1 T B

2000 .23 g8 29 32 3% 38

8, sz, abra,

A 2, pl.-ban szereplS minta hisztogramja

c/ A minta Me, Mo s, x és s% értékeinek szdmitdsa, A medidn szémité-

sdndl a VI, sz, tdbldzatbdl indulunk ki, Felirjuk azt az osztdlyhatart, amely a

83,5em az xo—tél felfelé esd e-

mintdt két kozel egyenlS részre osztja: X

: . 09 .
lemek szama: nb = 54; az elemszam fele -g = -1'2— = H4-5ag Xo alatti gyako -
risag fj = 19; és az osztdlykdz d = 3 cm, Ezeket az értékeket a ( 22) -es kép-

letbe téve:

NMe =935,58cm

A mdédusz szdmitdsdndl is a VI, sz, tdbldzatbdl indulunk ki, xD--~-nek vé~

laszthatjuk az Xy = 32 vagy az Xg = 35 osztdlykozepek kozul barmelyiket, hi-
szen mindkettd gyakorisdga a maximdlis értéket veszi fel,

Legyen Xy = 35 ¢cm; az osztalykdz: d = 3 cm; az XD-—tb’l felfelé esd gya-

19 cm; az X" tol lefelé esS gyakorisdg: fj

19 cm, Ezeket az értékeket a ( 23) -as képletbe téve:

Rhn et s e o . i
orisag fb 18; az X nek meg-

felelé gyakorisdg: fD =

Mo =




19-18
5 e—
35 % 3 TG a6 .

A nyersmdédusznak itt célszeru a 6 s 7-ik osztdlyok kozotti osztaly —

hatart venni:

*HB3ED em

amely itt pontosan megegyezik a mddusszal, altaldban azonban tSbbé kevésbé

eltér -tole,

A szdmtani kozép szdamitdsdhoz szikséges Z x, f. értékeket a VI, sz, ték-
1 1

l4zat alapjén készitett VII, sz, tablazatban szamitjuk:

VIil, sz. tdblazat,

187,69
114,49

(R I

59,29

22,09

2,89 54,91

1,69 32411

18,49 332,82

YO
§—

106,09 | = 742,63

Ol | N]O]| O |

176,89 176,89

265,69 265,69

021 021
F> bt 1

ezeket az értékeket a ( 12)-es képletbe

33,68 & 33,7 cm




- B4 -
s z ’ ’ s o 2
A szdérds szdémitdsdhoz sziikséges SO = I (xi -~ X) 'i eltérésnégyzet ~

bsszeget ugyancsak a VII, sz, tdbldzatban szémitjuk ki,

- 2
S0 _—.Z(xi - X) ;= 3931,81; = 109; a (15} -0s képlet

alapjdn a szodrés:

3931,81
109

= 6,006 &~ 6,0 cm

A szdrdédasi egyiitthaté a (9) -es képlet alapjén:

S8 = 100846 = 200 p20 . 290 178 o

33,7 a2 7

d/ x és s értékek gyorsabb szamitasa:

5 i . 2 %ty
A (17)-es és (20)-as képletekhez a £ x’, f, és a £ x| f; értékeket a

VIII, sz, tdbldzatban szamitjuk,

sz, tablazat,

Ol N OO WML

3
o

=
=

M
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Az X’i értékek szdmitdsa a ( 16) -os képlet alapjén torténik;

- «Tagt -
1

d = 3 cm

Az Xy Os ztalykozép sordban 1évo x‘i érték mindig zérus, ettdl felfelé e-
s6 x’i értékek -1, -2, -3 stb, a lefelé esdk pedig 1, 2, 3 stb, lesznek, Ezek-
kel a nem nagy egész szdmokkal a muveletek fejben, gyorsan végezhetdk el,<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>