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Előszó a Matematika HL-hoz

A mai kor erdőmérnöki tudományaiban, és egyúttal a gyakorlatban is, 

mondhatjuk, hogy alapvető szerepet játszik a lineáris programozás, a valószi- 

nüségszámitás és a matematikai statisztika. Különösen ez utóbbi döntő fontos­

ságú a tekintetben, hogy az életjelenségek tendenciáit és tömegjelenségeiben 

rejlő törvényeit szabatosan megfogalmazzuk.

Midőn a Matematika III-1, dr. Roxer Egon kitűnő munkáját, amely a ma­

tematika fent felsorolt ágainak a megalapozását és az erdőmérnöki gyakorlat­

ban való alkalmazását tárgyalja, a hallgatók, oktatók és külső szakemberek 

kezébe adjuk, úgy hisszük, jelentős rpértékben elősegítjük az erdőmérnöki tu­

dományok fejlesztésének ügyét, amelyhez a matematikai tudás és felkészültség 

nélkülözhetetlen.

Úgy érzem azonban, mindannyiunk matematikai felkészültsége is korsze­

rűsítésre szorul. A Matematika III. rész jegyzetének kiadása tehát nemcsak a 

hallgatóknak, de nekünk oktatóknak is gyümölcsöző befektetés. Bizonyítja ezt 

a gyakorlat részéről felénk irányuló érdeklődés is.

Meggyőződésem, hogy elkövetkezik az az idő, midőn a szaktanszékek 

vezetői saját munkájuk megkönnyítésére és az oktatás hatékonyságának eme­

lésére egy negyedik félév beiktatását fogják kérni.

Sopron, 1969, december 31.

Dr.Pankotai Gábor 
tanszékvezető egyetemi tanár 
tudományos rektorhelyettes
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L Matematikai statisztika

Bevezetés

Az erdő- vagy faipari mérnök gyakorlatában, legyen a feladat tervező,el­

lenőrző vagy kutató jellegű, a szükséges információkhoz általában mérések, il­

letőleg megfigyelések révén keletkezett adathalmazok, úgynevezett statisztikai 

adatok elemzése vezet, A matematikának azt az ágát, amely a statisztikai ada­

tok gyűjtésével, rendezésével és elemzésével foglalkozik matematikai statiszti­

kának nevezték el, A matematikai statisztika a valószínűségelmélet egy fejeze­

te, módszerei a valószínűségelmélet tételeire épülnek. A valószínűségelmélet a 

természetben, a társadalomban, termelésben stb, előforduló véletlen események 

objektív törvényszerűségeit tárja fel. Véletlen eseményeknek tekintjük azokat az 

eseményeket, amelyeknek többféle kimenetele lehetséges, de előre nem tudjuk 

megállapítani, hogy azok közül melyik következik be. Természetesen a véletlen 

események bekövetkezésének is megvannak az okai, azonban ezeket az oko - 

kát egyáltalán nem vagy csak részben ismerjük. Az olyan véletlen események 

amelyek azonos körülmények között akárhányszor megismételhetők, vagy lega­

lább megfigyelhetők a véletlen tömegjelenségek körébe tartoznak, A következő 

öt fejezetben a szakmánkban előforduló véletlen tömegjeleneegek vizsgálatával 

fogunk foglalkozni.

1, A minta és legfontosabb jellemzői

1.1 Az alapsokaság

A szakmai gyakorlatban lépten-nyomon olyan halmazokkal találkozunk, a- 

melyek egyedei egyes lényeges tulajdonságok, jegyek szempontjából homogé — 

nek, viszont más tulajdonságok szempontjából változékonyságot mutatnak. Eze­

ket a halmazokat statisztikai sokaságoknak nevezzük. Ilyen például egy erdő — 

részlet faegyedeinek halmaza, vagy egy farostlemezszéria lemezeinek összes­

sége. A statisztikai sokaságot azon jegyek szempontjából vizsgáljuk, amelyek­

re nézve ennek elemei változékonyságot mutatnak. A változékonyság a vélet — 

lenszerüen ható tényezők eredménye. A statisztikai sokaság egy változékony­

ságot mutató jegyre vonatkozó adathalmazát alapsokaságnak nevezzük. A1 apso- 

kaságot alkotnak az említett erdőrészlet faegyedeinek mellmagassági átmérői, 

magasságai stb. A másik példánkban a farostlemezszéria lemezeinek hajlitószP 

lárdságai,* térfogatsúlyai stb. képeznek egy-egy alapsokaságot. Az alapsokasá­

got jellemző tulajdonságra vonatkozó adathalmaz kétféle lehet: mérhető és
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számlálható. Például mérhető jegyek: a mellmagassági átmérő. fa -

magasság, farostlemez hajlító szilárdsága stb. számlálható jegyek: a fagyléces- 

ség, területegységére eső ujulat, faipari termék jó minősége, vagy selejtessége 

stb.

12 A minta

Amikor egy alapsokaságra vonatkozóan információkat akarunk szerezni, 

nem gazdaságos és gyakran nem is lehetséges minden elemét vizsgálat tárgyá­

vá tenni. Ilyenkor az alapsokaság elemei közül véletlenszerűen kiválasztunk "n" 

darabot, és ezt a véletlenszerűen kiválasztott " n" elemet együtt " n" elemszá - 

mu mintának nevezzük. Ez a minta fogja képviselni az alapsokaságot a vizs - 

gálát során. Ugyanis, ha a minta elemszámát, az alapsokaság elemeinek válto­

zékonyságát figyelembe véve, elég nagyra terveztük, a minta hűen tükrözi az 

alapsokaság jellegzetes vonásait.

A minta elemszámának nagysága azonban nemcsak az alapsokaságot al­

kotó elemek változékonyságától függ, hanem attól is, hogy milyen célt szolgál . 

Ha a mintának hűen és pontosan kell képviselni az alapsokaságot, akkor nagy­

mintát kell vennünk, amelynek elemszáma n > 30. Ha azonban előzetes tájéko­

zódás, vagy pedig ellenőrzés a mintavétel célja, elegendő kismintát alkalmazni, 

ennek elemszáma n < 30,

1.21. Fontosabb mintavételi módszerek

A minta elemeinek kiválasztása az alapsokaságból a körülményeknek meg­

felelően többféleképpen történhet.

Kiválaszthatjuk a minta elemeit sorshúzással, vagyis az alapsokaság e- 

lemei számot kapnak, és a kihúzott számok sorrendjében kerülnek a mintába, 

A sorshúzást helyettesíthetjük sorsolás alapján készült véletlen számtábláza — 

tokkal. A kiválasztásnak ezt a módját egyszerű véletlen mintavételnek nevez — 

zük. Jellemző követelménye, hogy az alapsokaság minden elemének azonos e- 

sélye legyer) a mintába kerülésre.

De kiválaszthatjuk a minta elemeit szabályszerű sorrendben is. Például 

minden 10-ik elem kerül a mintába. Ez a szisztematikus mintavétel.

Ha az alapsokaság nem homogén, például elegyes erdő fafajonként alkot­

hat egy-egy réteget, vagy több gépből származó munkadarab gépenként alkot­

hat egy-egy réteget. Ilyenkor minden rétegből arányszámának megfelelő elem — 
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számú mintát kell venni, akár egyszerű véletlen, akár szisztematikus mintavé — 

tellel. Ez a' rétegezett mintavétel,,

Ha az alapsokaság nagy területen fekszik célszerű azt nagy egységekre 

bontani és ezek közül választani. A kiválasztott egységeket megint egységekre 

bontjuk, amelyekből ismét választunk stb. A kiválasztásnak ez a módszere a 

többlépcsős mintavétel. Az egységek kiválasztása itt is történhet véletlenszerű­

en vagy szisztematikusan.

Amennyiben a minta elemei bizonyos területen helyezkednek el, igy pél­

dául egy erdőrészlet fái, és célszerű nem az egyes elemeket, hanem bizonyos 

kiválasztott területen lévő elemeket a mintába venni, területarányos mintavételről 

beszélünk. Ha a kiválasztott területegységek alakja kör, körös mintavétel, ha 

pászta, pásztás mintavétel a neve, A területarányos mintavételnek egy modern 

változatánál nem a területet jelöljük ki, hanem a felállás helyeit,amelyeken kör­

befordulva minden fát megszámlálunk, amelynek mellmagassági átmérőjét a meg­

határozottnál nagyobb szög alatt látjuk. Ezt a módszert szögszámlálási mintavé- 

telnek nevezzük. A területegységeket vagy felállás helyeket célszerűbb a tér­

képen szisztematikusan kiválasztani, mert igy könnyebben felkereshetők a te­

repen.

1. sz. ábra.

A nagyság szerint rendezett minta

1,22, A minta jellemzői

A minta rendeltetése az, hogy egy alapsokaságra vonatkozóan informáci­

ókat szolgáltasson. A nyers minta azonban számok rendetlen halmazát jelenti, 

amely nem áttekinthető. Ha ezt a számhalmazt nagyság szerint rendezzük, úgy­

nevezett megfigyelési sorozat áll rendelkezésünkre. ( 1. sz. ábra) . 

Xl’ X2’ x3> • • • xi> • • • xn
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alakban, ahol x^ a minta legkisebb - x. a minta általános - és x^ a minta leg­

nagyobb eleme. A kismintát gyakran érdemes ilyen alakban felirni. A nagymin­

tát, amelynél n > 30, de gyakran 100 sőt 300 is lehet körülményes lenne nagy­

ság szerint rendezni, és amellett továbbra is nehezen kezelhető maradna. Hogy 

a nagy mintát áttekinthetőbbé tegyük, elemeit osztályokba rendezzük. Azon tudo­

mányágakban, ahol a reprezentativ statisztikai módszerek meghonosodtak, a min­

tavétel céljára nyomtatványokat készítettek, és a minta rendezett formában a- 

zonnal az úgynevezett mintavételi jegyzőkönyvbe vagy kartonokra kerül. A min­

ta rendezett alakban a gyakorlott szemnek már némi tájékoztatást nyújt, az a- 

lapsokaság tulajdonságait illetően azonban konkrét következtetésekre csak a 

minta jellemzőinek ismeretében juthatunk. A minta jellemzői a középértékek, a 

változékonyság mérésére szolgáló mutatók, és az eloszlás grafikonjai.

A középmértékek olyan általánosító mutató számok, amelyek a minta eltérő 

nagyságú elemeinek összességét - valamilyen tulajdonság szempontjából - tö­

mören egy számmal képviselik. A középértéktől általában megkívánjuk, hogy di­

menziója megegyezzen az elemekével, legyen érzékeny az összes elemek nagy­

ságára, a további számításokra alkalmas legyen, és könnyen lehessen kiszá — 

mitani. A legfontosabb középértékek: a számtani közép, a médián és a módusz;

A változékonyságot mérő mutatók jelzik, hogy a sorozat elemeinek mek — 

kora a változékonysága, vagyis hogy ezek az elemek milyen mértékben szó­

ródnak szét a középérték körül. Minél kisebb a szóródás mértéke, annál tipi - 

kusebb a középérték, és annál megbízhatóbban jellemzi a vizsgált mintát. A 

legfontosabb ilyen mutatók: a variancia vagy szórásnégyzet, a szórás, a vari­

ációs koefficiens és a terjedelem.

A minta elemeinek eloszlását szemléltető grafikonok csak az osztályokba 

rendezett mintáknál lépnek fel. Ilyenek a hisztogram, a tapasztalati sürüségpo- 

ligon, és a tapasztalati eloszláspoligon ( poligon = sokszögvonal) .

1,23, Az osztályokba nem rendezett minták ( kisminták) jellemzői

A számtani közép, jele: x

A számtani közép a minta elemeinek összege osztva az elemek számá­

val, Számos' előnyös tulajdonsága van. A megfigyelési sorozat legkisebb és leg­

nagyobb elemei közé esik. Értéke határozott, dimensiója megegyezik az eleme­

kével, a sorozat minden elemétől függ, könnyen számítható. Hátránya, hogy nem 

minden esetben tipikus. A középértékek közül leggyakrabban használják. _A_ 

mintának tehát egyik legfontosabb mutatója, amely a további számításokban kép­

viseli a mintát. Legyen a nagyság szerint rendezett megfigyelési sorozat( l.sz.ábra):
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X X X . . , X 1 2’ 3 n

akkor a számtani közép:

X + X„ + X_ + . . . + X 12 3 n ...............
x =------------------------------------------------- ez rövidébben:

(1)

ahol: x. = a minta általános eleme

n
Z = summa = összeg ( 1-n-ig)

n
X x. = az elemek összege ( 1-n-ig)
1 1

n = A minta elemszáma

A minta számtani közepét az elemek helyébe írva, azok összege váltó — 

zatlan marad:

n
n x = "E? x.

i i
(2)

A minta elemeinek a számtani középtől vett eltérései összegezve zérust 

eredményeznek:

£ ( x - x) = 0
1 1

(3)

X ( xp - n x = 0 ; £ x. = n x .

Ha a számtani közepet az elemekből levonjuk, és az igy nyert eltérések 

négyzeteit összegezzük, akkor az eltérések négyzetösszege kisebb lesz, mint 

bármely más számértéktől számított eltérések négyzetösszege. Az eltérésnégy­

zet-összeg jele SQ (summa quadrat).

SQ = (x1 - x) 2 + ( x2- x) 2 + ( x3 - x) 2 + . . . + ( x^ - x) 2 = •£ ( x. - x) 2

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



12

n 2
SQ = £ (x£ - x) minimum

Az SQ eltérésnégyzet-összeget némi átalakítással számításra alkalmasabb 

alakra hozhatjuk. A £ jel mögött elvégezzük a négyzetreemelést:

— 2 2 — - 2
SQ = 2 (x| “ x) = S (x | “ 2 x. x + x)

A £ jel a zárójelben lévő minden tagra vonatkozik:

2 - — 2SQ = £ x . - X 2 x, x + £ x 

2
A 5= x . jelenti az elemek négyzetének összegét.

A 2x^ x jelenti 2x -el megszorzott elemek összegét. Mivel a 2x az ösz- 

szeg minden tagjában mint szorzó szerepel kiemelhető a £ jel elé:

V" 2x. x = 2x x.. i i

-2A 2- x tulajdonkeppen
- 2 lásnál í (x. - x) -ben, " n"

; -2reemeles után is n x -nek

n x -et jelent. Gondoljunk arra, 

eltérésnégyzetben szerepel az x, 

kell lennie. Tehát:

hogy a kiindu - 

igy a négyzet —

cn <" 2 o ~ < ~2SQ = £ x - 2 x a. x. + nx

A jobboldal rrásodik tagjában a xj~^ szorozzuk és osztjuk is "n" -el:

2 - i - 2SQ = £ x . - 2 x n ---------- + n xT i n

de
X x.

---------- = x tehat:n

SQ = X x . - 2 x n x + n x^ = x x\ - 2n x + n x

n 2 -2SQ = £ x . - n x (5)
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A médián, jele: Me

A médián nagyság szerint rendezett megfigyelési sorozat középső eleme. 

A sorozatot két egyenlő részre osztja, vagyis megfelezi. Nem érzékeny az ele­

mek nagyságára, amig azoknak a középhez viszonyított helyzete nem változik. 

Gyakran jól megközelíti a számtani közép értékét, és könnyebben is számítha­

tó mint a számtani közép, ezért speciális esetben a számtani közép helyett 

használják, olyankor ha a két oldalán elhelyezkedő elemek nagyságra nézve 

is szimméii’íát mutatnak. Ezen kívül szimmetriavizsgálatnál valamint a számtani kö­

zép közelitő képleteiben szerepel. A kisminták mediánja páratlan elemszám e- 

setén a nagyság szerint rendezett sorozat középső eleme, páros elemszám e- 

setén a két középső elem számtani átlaga lesz.
>

A minta terjedelme. jele: W, ( r) ,

A minta terjedelme a sorozat legnagyobb és legkisebb eleme közötti kü­

lönbséget, intervallumot jelenti. Ha a terjedelem nagy, akkor az elemek változé­

konysága vagyis a számtani közép körüli szóródása is jelentős. A terjedelmet 

gyakran alkalmazzák a "közelitő" számításoknál. Azonban mint a szóródás mu­

tatója nem túl megbízható, mert csak 2 elemtől függ, és a minta legnagyobb és 

legkisebb eleme gyakran szélsőséges érték. Ha a minta legnagyobb elemét x^- 

el, a legkisebbet x^-el jelöljük, akkor a terjedelme:

(6)

A varianeia ( szórásnégyzet) . jele: s

Az x^, xo, . . . x^ elemekből álló megfigyelési sorozat

( X1 " * 2 ’ ( X2 “ x) 2’ * ’ • (Xn ' X) 2

eltérésnégyzeteinek számtani középértékét varianciának, szóródásnak, vagy szó­

rásnégyzetnek nevezzük. A variancia a változékonyság egyik fontos mutatója, 

A kísérletek elemzésénél és egyes statisztikai próbáknál nélkülözhetetlen. A min­

ta varianciája tehát:

2 ( x-l " x) 2 + ( x2 - x) 2 + . . . + ( x^ - x.) 2
S =------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------- --n
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SQ
(?)

A szórás, jele: s,

A szórásnégyzetből pozitív négyzetgyökvonással kapjuk a minta szórását, 

ez a változékonyság másik fontos mutatója. Négyzetes átlageltérésnek is neve­

zik. Dimenziója megegyezik az elemekével. A minták elemzésénél a számtani 

középpel együtt a mintát képviseli. A szórás képlete tehát:

SQ

Az elemek szóródásának jellemzésére csaknem kizárólag a szórást hasz­

náljuk. A szórás nagysága a minta minden elemétől függ. A szórás nagyságá­

tól viszont függ a minta megbízhatósága és így a szükséges mintaelemszám is,

A minta szórása tehát az egy elemre eső átlagos eltérés leghasználato­

sabb mértékszáma,

A variációs koefficiens, jele: s%

A szóródási együttható vagy variációs koefficiens kifejezi a szórást a 

számtani közép százalékaként:

x : s = 100 % : s%

s% = 100 (9)

Akkor alkalmazzuk, ha eltérő jelenségek szóródását vagy különböző mér­

tékegységekben kifejtett megfigyelési sorok szóródását kell összehasonlítanunk. 

Erre alkalmassá teszi az, hogy %-ban fejezzük ki. De alkalmazzuk a szórás 
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helyett a minta elemszámának meghatározásánál, vagy a megfigyelés hibájának 

számításánál stb.

Példák a kisminták jellemzőinek számítására

A jellemzőket két tizedessel pontosabban számítjuk, mint ahogy az ele — 

meknél van, és az utolsó tizedest kerekítjük. Összeadás közben az esetleges 

utolsó 5-ös számjegyet egyszer fel, egyszer lekerekítjük, A százalékban ki­

fejezett értékeket elég 1 tizedesre kerekíteni.

1. Megmértük 20 db. idős sarjeredetü tölgy magasságát méterben. A nagy­

ság szerint rendezett mérési sorozat a következő: 11, 13, 14, 14, 15, 15, 15,

16, 16, 16, 16, 17, 17, 17, 18, 18, 19, 19, 21, 22. Számítsuk ki a w, x, Me, s 

és s% értékeket:

A terjedelem könnyen felírható:

x = 22, x_ = 11, w = x - x, = 22 - 11 = 11 tnn ’ 1 ’ ni ----------

Az x és " s" számítását általában együtt végezzük. Célszerű a számítást 

táblázatban végezni. Az első oszlopba i = sorszám, a másodikba, x = elemek, 
- - 2

a harmadikba (x^ - x) = eltérések, a negyedikbe (x. - x) = eltérésnégyze - 

tek kerülnek.

Cm 2

I. sz. táblázat.

i X.
1

X.
1

- X ((xi - x;

1 11 — 5,5 30,25
2 13 — 3,5 12,25
3 14 — 2,5 6.25
4 14 2,5 6,25
5 15 — 1,5 2,25
6 15 — 1,5 2,25
7 15 — 1,5 2,25
8 16 •— 0,5 0,25
9 16 — 0,5 0,25

10 16 — 0,5 0,25
11 16 - 0,5 0,25
12 17 — 0,5 0,25
13 17 0,5 0,25
14 17 0,5 0,25
15 18 1,5 2,25
16 18 1,5 2,25
17 19 2,5 6,25
18 19 2,5 6,25
19 21 4,5 20,25
20 22 5,5 30,25

S 329 131,00
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x. = 329;
i

n = 20

SXi 329
20 16,5 n;

_ 2
Z(x - x) = 131 ; n - 1 = 19

6,55 = 2,56 m 2,6 m

A számtani közép többnyire nem egész szám, és kényelmetlen képezni 

különbségeket és azok négyzeteit. Ha az x. értékek nem túl nagyok, könnyeb­

ben számíthatjuk a szórást az

s

-2, - n xi _______
n képlet segítségével,

II. sz. táblázat.

i X.1
2 x .i

1 11 121
2 13 169
3 14 196
4 14 196
5 15 225
6 15 225
7 15 225
8 16 256
9 16 256

10 16 256
11 16 256
12 17 289
13 17 289
14 17 289
15 18 324
16 18 324
17 19 361
18 19 361
19 21 441
20 22 484

329 5543

2x . = 5543i
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-2 2
n x = 20 . 16,45 = 5412

Itt a számtani közepet kerekítés nélkül kell alkalmazni.

2 -2X x . - n x 5543 - 5412 131
_____________ i______________ _____________________  _ ________

S ~ n ’ 20 20 ~

= 2,56 2,6 m

A variációs koefficiens számítása a (9)-es képlet alapján történik:

s = 2,6 m, x = 16,5 m

ez 2 6
s% = 100 “s— % = 100 —= 15,7 %

x 16,5

A médián - a sorozat páros elemszámú lévén - a 10.-ik és 11.- ik sor­

számú elemek számtani közepe lesz:

xio = 16; xn = 16;

Me =
X10 * xn

2 16

1,24 A nagyminták rendezése és jellemzőinek számítása

Nagy mintánál, amikor n .> 30-nál, az elemekkel külön-külön számolni ne­

hézkes és hosszadalmas lenne. Ezért a minta terjedelmét "k" darab egyenlő 

szakaszra, osztályra bontjuk. A szakasz szélességét osztályköznek nevezzük, 

és "d"-vel jelöljük. Az egyes osztályokat egymástól elválasztó értékeket osz­

tályhatároknak, az osztály közepére eső értékeket pedig osztályközepeknek ne- 

vezzük. Az osztályközepeket ugyanúgy, mint a minta elemeit indexszel ellátott 

"x"-el:

jelöljük.

Például ha az 1. példában szereplő alapsokaságból nem 20, hanem 100 

elemű mintát veszünk, célszerű a mintát úgy táblázatba rendezni, hogy az ele­
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mek oszlopába az előforduló magassági méreteket írjuk növekvő sorrendben. E- 

zek lesznek az osztályközepek. így az osztályköz d = 1 m lesz. Az osztály­

közepek oszlopa mellé egy uj oszlop kerül, amelybe az egyes magassági mé­

retek darabszámát, gyakoriságát Írjuk, ezen oszlopot f.-vei jelöljük.

III. sz. táblázat

i x. m1 f. db i

1 11 1
2 12 2
3 13 5
4 14 7
5 15 12
6 16 22
7 17 21
8 18 13
9 19 8

10 20 5
11 21 3
12 22 1

100

A III, sz. táblázatban az osztályok száma k = 12, de választhattuk volna 

az osztályok számát k = 6-nak is, akkor az osztályköz 2 m lett volna.

Az osztályok számát "k"-t ( általában 6 és 20 között) úgy választjuk 

meg, hogy a

0,1 < ~~ < 1 ( 10)

feltétel teljesüljön. Az "s" értékét közelítőleg becsüljük a (138) képlet segít­

ségével. Célszerű ügyelni arra, hogy az osztály köz epek lehetőleg minél egy — 

szerübb számok legyenek. Az osztályhatárokat pedig, ha lehet érdemes úgy 

megválasztani, hogy pont rájuk ne essen egy elem sem. Ha ez nehézségekbe 

ütközik, legfeljebb a gyakoriságok nem lesznek egész számok.

Miután meghatároztuk az osztályok számát, az osztályközt, az osztályha­

tárokat és osztályközepeket, táblázatot készítünk, amelynek első oszlopába az 

osztályok sorszáma kerül, a másodikba az osztályok alsó és felső határa se­

gítségével kijelölt osztályközök, a harmadikba a megfelelő osztályközepek. A 

negyedik oszlopot úgy képezzük, hogy a minta elemeit sorba megvizsgáljuk, és 

az osztálynak megfelelő sorba egy függőleges vonást huzunk. A hatodik ősz - 
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lopot az egyes osztályokba eső elemek számai, a gyakoriságok alkotják. Azé 

gyes osztályokba tartozó gyakoriságokat indexszel ellátott "f"-el jelöljük:

fl’ f2* £k'

Az f. gyakoriságokat sulyoknak is nevezik, ( IV. sz. táblázat) .

A nyomtatott felvételi jegyzőkönyvek, a lényeget illetően, hasonlók a IV. sz.
! ' 

táblázathoz.

A gyakoriságeloszlás
•- ÍSvifH

A vizsgált tulajdonságok szempontjából fontos tudnunk, hogy a minta e — 

léméi a terjedelmen belül hogyan helyezkednek el. Vagyis, hogy milyen a min­

ta eloszlása. A minta eloszlására vonatkozóan legtöbbet a gyakoriságeloszlás 

és a valósz.inüségeloszlás mond. A valószinüségeloszlásról később lesz szó.

A minta ”n" eleméből az első osztályba f . a másodikba i'2 . . . , a"k"-

ba f elem esik, ezt nevezzük gyakoriságeloszlásnak. Ha egy derékszögű ko- 
XV

ordinatarendszerben az "x" tengelyre az osztályközepeket felmérjük, majd e-
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zek fölé az osztályközzel mint alappal és a gyakorisággal mint magassággal 

téglalapokat rajzolunk, hisztogramn.;,k nevezett ábrát kapunk, amely kitünően 

szemlélteti a minta gyakoriságeloszlását. ( 2. sz. ábra) .

2. sz. ábra.

A hisztogram

A súlyozott számtani közép

Az osztályba rendezett mintánál, ha az osztályba sorolást jól végeztük, 

és az első osztályba eső elem összegét - az elemek helyébe az x^ osz ­

tályközepet téve - az f szorzattal, a második osztály elemeinek összegét 

az f2 • • • . a "k"-adik osztály elemeinek 

helyettesitjük, a szorzatok összege a ( 2) -es 

minta elemeinek összegével lesz egyenlő:

összegét az x szorzattal 

reláció alapján n —» =«o mellett a

n A
£ x. = x f. + xofo + . . . + x. f. =2 X.f. ; n -*• oo ( 11)y i 1 1 2 2 k k 1 i i ' '

n
1 Xi

mivel x = ~i'~----- a súlyozott számtani közép képlete, ahol a gyakoriságokat

értjük a sulyok alatt:
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A súlyozott szórás

az első osztályba eső elemek eltérésnégyzet összege ( x - x)

Az első osztályba eső f db elem helyébe az x osztály közepet téve, 
1 1 2

f lesz. A 
„ „ , , , -\2 1

második osztályba eső elemek elteresnegyzet összege ( x^ - x) , a

"k"-adik osztályba eső elemeké (x - x) f . A "k" db osztály eltérésnégy­

zeteinek összege a minta elemeinek eltérésnégyzetösszegével lesz egyenlő:

_ 2 - 2 _2 2
SQ=E(x.-x) =(xx-x) f1+(x2-x) f2 + ... + (xk- x) fk

- 2= ^'(xi " x) fi ( 13)

£ - 2
2 SQ í (xi - x) f;

*7 4. 1 / \

lesz a súlyozott szórás képlete.

Egyszerűbb számítási mód a súlyozott számtani közép és szórás számítására

A nagy minta számtani közepének és szórásának* számítására számítás­

technikai szempontból alkalmasabb képleteket vezethetünk le.

Az osztályközepekkel az alábbi transzformációt végezzük:

( 16)

ahol x az az osztályközép, amelyhez a legnagyobb gyakoriság tartozik, " d" 

az osztályköz, és x*. a transzformált osztályközép. ( 16) -ból az x.-t kifejez — 

zük:

x, = d x’. + x^i i D

x. éltékét a ( 12)-be téve a súlyozott számtani közép: 
k

T x. f, X ( d x*. + x_) f. n x^ + d Z x’, f.4 i i ' i D i D iix = ----- ----------- =-----------------------------------=-------------------------------------~n n n
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k
X x’. f. ,■/11 x = + a ----------------D n ( I?)

A szórás képletének számításánál a ( 13) - as képletből indulunk ki:

k _ ? 9 _ _ 9
SQ = Z (x. - x) . f. = £ ( x . - 2 x.x + x ) f. =

2
= Z x . f. - 2x E x. f. + ii ii

-2 n x =

= E x2. f. - 2 
ii

£ Xi fi 
n E x. f.i i +

n

( E x. f.) 2 
v______ i i

n

SQ értéke nem változik meg ha ( 18)-bán az x. 

eltoljuk pozitív irányba (x. helyébe x. - x^ kerül) :

osztályközepeket x.

( 18)

-vei

SQ = r (Xi - xD) 2

de ( 16) -ból: x. - x_ = x’. d , v ' i D i tehát:

d2

2
SQ = £ ( x’. d) f. -

x’.2f.
i i

(19)
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Ebből a szórásnégyzet.

s2 =
n

d2
A 9 1 2

Z. x’. f. - ------ ( 2 X*. f.)____ i i______n x 1 t i'__
n

és végül a súlyozott szórás;

(20)

, 2 , ,
A képletekben szereplő x . f. es x . f. mennyisegeket tablazatban sza — 

mitjuk ki ( lásd a VIII. táblázatot) .

Az osztályokba rendezett minta medíánja

Az osztályokba rendezett mintánál az elemek nem szerepelnek, csupán 

az osztályközepek és gyakoriságok, a médián nem kereshető ki, hanem szá­

mítanunk kell, mégpedig az osztályba rendezett mintánál rendelkezésünkre ál­

ló adatok segítségével, A médián képletének levezetésénél a minta hisztog — 

ramjából indulunk ki ( 3, sz. ábra) .

3. sz. ábra.

A médián az xq osztályhatártól jobbra esik
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Először megkeressük az xq osztály határt, amely a mintát két közel e — 

gyenlő részre osztja, és amelyt a médián "x" távolsággal jobbra esik, tehát 

a médián:

Me = x + x o (21)

Az "x" értéket lineáris interpolációval jól közelíthetjük, A 3„ sz. ábra el­

ső négy oszlopát egymás fölé helyezzük. Az első három oszlop magassága 

f_ + fo + f_ = n, ( az x -tói balra, táblázatban felfelé eső elemek számával e- 1 2 o b o
gyenlő) . Az első négy oszlop magassága ( n^ + f.) . Az n^ és ( n^ + f.) ma- 

gasságok közé esik az Me-hez tartozó —— ( az elemszám fele) magasság. A

4. sz, ábra szerint hasonló háromszögekből "x" már számítható.

x : d = (4^- - nb) : f.

j

"x" értékét ( 21)-be téve kapjuk a nagyminta mediánjának képletét:
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Me

A médián közelítésére gyakran használják 

pét, vagy határát, amelybe a médián esik. Ennek

annak az osztálynak a köze

neve nyers médián ( Me’) .

A. módusz. jele; Mo

A módusz a gyakorisági közép, az az "x" érték, amelyhez a legnagyobb 

gyakoriság tartozik. Csak osztályokba rendezett mintákból számítjuk. A legna­

gyobb gyakorisággal rendelkező osztályt, amelybe a módusz esik, modális osz­

tályköznek szokták nevezni. Ennek az osztálynak a közepét, x^—vei jelöljük.A 

módusz számításánál a minta hisztogramjából indulunk ki ( 5, sz. ábra) .

5. sz. ábra,

A módusz az x - tői jobbra esik

Az 5. sz. ábrán az Mo módusz az x^-től "x" távolsággal jobbra esik.

Mo = Xp + x (23)

Az "x" közelítő értékét parabolikus interpolációval számítjuk ki. Az 5. 

sz. ábra P^, P^, és P. pontjain Mo ( 0,0) középpontú koordináta-rendszerben

2y = a x + b

egyenletű parabolát fektetünk át, ahol " a" negatív érték, de ezt az egyszerű
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ség kedvéért nem jelöljük ( 6. sz. ábra) , hiszen "a"-t, a képletből úgy is ki­

küszöböljük.

6. sz. ábra.

Az " x" számítása parabolikus interpolációval

A P^, P^, ®s Pj Pontoknak az Mo ( 0;0) kezdőpontra vonatkozó koordinátái:

Pb Í < -X"d) ; fb J ’ PD ( ’X ; fD) 5 Pj L ( d~x) ; fj J

ahol az x^-nek megfelelő, a tőle balra, és f. a tőle jobbra eső gyakori­

ság. Mindhárom pontra felirjuk a parabola egyenletét:

fb = a ( -x~d) 2 + b

2 2
= a x + b ......................................2f£)= x + 2b

, \ 2f. = a ( d-x) + b

Az első és harmadik egyenletben elvégezzük a műveleteket, majd össze­

adjuk és kivonjuk őket egymásból:

2 2f, = a d +2 ad x + a x + bb

2 2f. = ad - 2a d x + a x + b
J

2fh
2 2

f, + f. = 2a d + 2a x + 2 b ( 24)b j v '
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b f. 
J

(25)4 a d x

a ( 25)-bői kifejezzük "x"-et: a ( 24)-bői pedig 2ad-t

L f. f - f. _b____ j _ b j___
~ 4 a d ~ 2 , 2 a d ’ 2 ad = ( f, + f. - 2f_)d v b j D'

és a két egyenlet alapján felírjuk x-et:

f. " f-_____ b_____]___________
2 ^ ( t + f. - 2f ) 

d ' b j D'

dx
f, " f- _______ b____ 1_______

2 ( f + f. - 2 f )k b j D' 

( 26) -ot a ( 23) -ba helyettesítve kapjuk a nagyminta móduszát;

f. “ f-______b____ j_________
2 (fb+ ‘j -2 fD>

( 26)

(27)

A módusz jelentősége abban van, hogy a mintának az a tényleges érté­

ke, amelynek a legnagyobb a gyakorisága, tehát amelynek a bekövetkezése a 

legvalószinübb, és ezért bizonyos esetekben a vizsgált tulajdonságot jobban ki­

fejezi, mint bármely más középérték, így növény és állatkísérletek alkalmával , 

nemesítésnél, vagy terméseredmények, vagy a piac vizsgálatánál átlagár jel­

lemzésére gyakran a módusz a leghasználhatóbb középérték. Szerepe van a 

módusznak az eloszlások szimmetriavizsgálatánál is. A módusz közelítésére al­

kalmazzuk a nyers móduszt ( Mo’) , amely vagy x^ osztályközép, vagy a mó- 

duszhoz legközelebb eső osztályhatár.

A nagyminta terjedelme

Ha a minta elemei ismertek, akkor ugyanúgy állapítjuk meg, mint a kis­

mintánál. Ha azonban csak az osztályokba rendezett minta ismert., az egyes 

elemek nem, akkor természetszerűleg a terjedelem a két szélső osztályhatár 
x - 4 és x + —• különbsége lesz, ami azt jelenti, hogy az x - x -azaz a 

legnagyobb és legkisebb osztályközép különbségéhez még "d"-t hozzá kell ad­

ni.
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w = x, - x + d (28)

A variációs koefficienst itt is a ( 9) -es képlettel számítjuk ki.

A tapasztalati valószínűség

Miután ismert előttünk a minta gyakoriságeloszlása azaz, hogy az "i"-e- 

dik osztályba f elem esik, gyakran tudnunk kell, hogy a minta egy véletlenül 

kiválasztott elemének mekkora töredéke jut az "i"-edik osztályra. Jelöljük a ke­

resett mennyiséget g.-vel. Ha " n" elemből f. db esik az "i"-edik osztályba^ak- 

kor egy elemből g.. Ez egyenes arányosság lévén:

n : 1 = f. : g. i i

tehát az "i"-edik osztályra:

jut (29)

A g. érték az "i"-edik osztályhoz tartozó relatív gyakoriság, ez azt a valószí­

nűséget jelenti, amellyel a minta egy véletlenszerűen kiválasztott eleme az "j"~ 

edik osztályba esik. Mivel a g. empirikus ( tapasztalati) érték, amely az f. gya­

koriságot elosztva az " n" elemszámmal pontosan kiszámítható, ezért, tapaszta­

lati valószinüségnek mondjuk. A minta tapasztalati valószinüségeloszlását a g. 

relatív gyakoriságok sorozata jelenti (V. sz. táblázat g. oszlopa). A tapaszta­

lati valószinüségeloszlás szintén hisztogrammal szemléltethető. De most az "y" 

tengelyre a viszonylagos gyakoriságokat hordjuk fel. Ha ennek a hisztogram — 

nak csak a felső határvonalát rajzoljuk meg, egy lépcsős ábrát kapunk ( 7. sz. 

ábra) , amely azt szemlélteti, hogy a minta elemei milyen mértékben sűrűsödnek 

a számtani közép körül.

Mivel a 7. ábrán látható poligonhoz ( sokszögvonal) emprikus utón jutot­

tunk tapasztalati sürüséggörbének nevezzük.

Egyes feladatoknál szükséges megállapítani, hogy a minta egy véletlen — 

szerűen kiválasztott eleme mekkora tapasztalati valószínűséggel lesz kisebb 

mint az egyes osztály határok. Állapítsuk meg, hogy mekkora valószínűséggel 

lesz kisebb a minta "x" eleme az "i"-edik osztály felső határánál. A tapasz­

talati valószínűséget megkapjuk, ha gyakoriságot osztjuk az "n" elemszámmal, 

A 1 2, . , , , i-ik osztályba összesen f,, f„, . . . f. . röviden V- f. elem1 2 i A- i
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7. sz. ábra.

A tapasztalati sürüséggörbe

Ha ezt a valószínűséget

g [x < ( x. + f) J -el jelöljük:

L

fl f2
“ + ■+n n r II (1

0 + (1
0

bO
 + + (1
0

w
 II

t
(30)

azt látjuk, hogy a keresett tapasztalati valószínűséget a g. relatív gyakori­

ságösszeg szolgáltatja (V. sz. táblázat g. oszlopa)

V. sz. táblázat

i X
1

f.1 gi

1 X1 f.1 S1 S1

2 X2 g2 g2 gl+g2

• • • • •
• • • • •
• • • • •

k xk fk gk
k

27 n 1
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A tapasztalati valószínűség meghatározására többnyire a számlálható je­

gyek esetén, mig a relatív gyakoriságösszeg számítására a mérhető jegyek e- 

setén kerül sor.

Ha a derékszögű koordinátarendszerben az "x" tengelyre felhordjuk az 

osztályok felső határait és az "y" tengelyre a megfelelő g. értékeket, lép­

csőzetes poligont kapunk, amelyet tapasztalati eloszláspoligonnak fogunk nevez­

ni ( 10. sz. ábra) .

Példák a nagyminta rendezésére és jellemzőinek számítására

2. Megmértük 109 db. idős sarjeredetü tölgy mellmagassági átmérőjét cm-

ben., a mérési adatok a következők: 35, 26, 40, 38, 24, 23, 30, 33, 36, 25, 22, 31,

39, 19, 22, 36, 33, 32, 44, 43, 24, 28, 36, 38, 27, 25, 40, 32, 34. 37, 42, 38, 33,

27, 41, 39, 36, 30, 43, 40, 38, 41, 32 25, 33, 45, 28, 45, 39, 44, 28, 30, 37, 27,

35, 45, 26, 29, 36, 34, 37, 41, 28, 39, 37, 33, 47, 26, 29, 35, 39, 40, 36, 32, 29,

34, 51, 29, 31, 28, 27, 30, 30, 34, 37, 35, 37, 42, 37, 38, 35, 34. 26,30, 33, 27,

30, 32, 32, 34, 32, 29, 31, 31, 33, 37, 35, 31, 34, a/ Rendezzük a mintát, b/

Rajzoljuk meg a hisztogramot. c/ Számítsuk ki a minta Me, Mo, x, s, s%, jel­

lemzőit. d/ Összehasonlítás végett számítsuk ki x értékét a ( 17)-es és "s" 

értékét a ( 20)-as képlettel is.

a/ A minta rendezését a minta terjedelmének kiszámításával kezdjük. A 

minta elemeit végignézve látjuk, hogy x^ = 19 cm és x^ = 51 cm, tehát a min­

ta terjedelme:

w = x - x„ = 51 - 19 = 32 cm n 1 ------------

A 32 nem osztható maradék nélkül 3-al, ezért 1-et adunk hozzá és igy az 

osztályköz:

d 32 + 1
11 3 cm lesz.

De ellenőriznünk kell, hogy megfelel-e a ( 10)-es feltételnek, és ehhez ismer­

nünk kell az "s" értékét, amelyet a ( 138)-as képlettel közelítőleg számítunk 

ki a 17. példában:

s w
2 *0,01

32
sTT * 6 cm
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A feltétel mivel — = — = 0,5, teljesül. Most már az osztályok száma önként a- 

dódik:

33_ _
3 =k = 11

Ha az osztály határok egész számok esetleg sok elem esik éppen rájuk, ezért 

célszerű a két szélső osztályhatárnak 18,5 és 51,5 értékeket választani, és azt 

a terjedelemnek megfelelő intervallumot 11 osztályra bontani, így az osztályha­

tárra nem esik egy elem sem, viszont az osztályközepek egész számok lesz - 

nek: 20, 23, . . . 50.

Most már elkészíthetjük a táblázatot, és beoszthatjuk a minta elemeit ( VT, 

táblázat) :

VI. táblázat.

/

i osztályok cm- 
ben

X.1
cm

A beosztott ele­
mek f.1

1 18,5 - 21,5 20 1 1

2 21,5 - 24,5 23 JKT 5

3 24,5 - 27,5 26 Öli 12

4 27,5 30,5 29 Mim 17

5 30,5 - 33,5 32 MMJHflIII 19

6 33,5 - 36,5 35 bwi 19

7 36,5 - 39,5 38 1WWIII 18

8 39,5 - 42,5 41 JUT lííl 9

9 42,5 - 45,5 44 MO 7

10 45,5 - 48,5 47 1

11 48,5 - 51,5 50 1 1

sz 109

b/ A minta hisztogramját megkapjuk, ha a 11 osztálynak megfelelő inter­

vallumot az osztályközepekkel a vízszintes tengelyre felhorjuk, majd ezekre a 

megfelelő gyakoriságokkal mint magassággal téglalapokat emelünk:
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8. sz, ábra.

A 2. pl.-ban szereplő minta hisztogramja

c/ A minta Me, Mo s, x és s% értékeinek számítása, A médián számítá­

sánál a VI. sz. táblázatból indulunk ki. Felírjuk azt az osztályhatárt, amely a 

mintát két közel egyenlő részre osztja: x = 33,5 cm; az x -tói felfelé eső e- 
°n 109 °

lemek száma: n, = 54; az elemszám fele — = —= 54,5; az x alatti gyako - b 2 2’o°
riság f. = 19; és az osztályköz d = 3 cm. Ezeket az értékeket a ( 22) -es kép­

letbe téve:

? - n, 54,5 - 54
Me = x + d ----- --------- = 33,5 + 3 ------—--------- =o f. ’ 19

J

1 5= 33,5 + —= 33,5 + 0,08 = 33,58 cm 33,6 cm

A nyersmediánnak itt az xq = 33,5 osztályhatárt célszerű választani, te­

hát:

Me = 33,5 cm 
--------------------------- V

A módusz számításánál is a VI. sz. táblázatból indulunk ki. x^-nek vá­

laszthatjuk az x = 32 vagy az x^ = 35 osztályközepek közül bármelyiket, hi­

szen mindkettő gyakorisága a maximális értéket veszi fel.

Legyen x^ = 35 cm; az osztályköz: d = 3 cm; az x^-től felfelé eső gya­

koriság: f^ = 19 cm; az x^- tői lefelé eső gyakoriság: f = 18; az x^- nek meg­

felelő gyakoriság: f^ = 19 cm. Ezeket az értékeket a ( 23) -as képletbe téve:

Mo
- f- , b ]__ ______

Xü + 2 / fb + f. - 2 fD/ =
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= 35+3 19-18__________
2 ( 19 + 18 - 2.19)

3
= 35 + —r-= 35 - 1,5 = 33,5 cm- 2 --------------

A nyersmódusznak itt célszerű a 6- és 7-ik osztályok közötti osztály —

határt venni:

M’ = 33,5 cm o

amely itt pontosan megégyezik a módusszal, általában 

eltér tőle.

A számtani közép számításához szükséges 22 x. 

lázat alapján készített VII. sz. táblázatban számítjuk:

azonban többé kevésbé

f. értékeket a VI. sz. táb-i

VII. sz. táblázat.

i x. dm1 f.1 X. f.1 1 X. - X1 ~ 2 ( X. - x) 2 f.
' 1 ' 1

1 20 1 20 - 13,7 187,69 187,69

2 23 5 115 - 10,7 114,49 572,45

3 26 12 312 - 7,7 59,29 711,48

4 29 17 493 - 4,7 22,09 375,53

5 32 19 608 - 1,7 2,89 54,91

6 35 19 665 1,3 1,69 32,11

7 38 18 684 4,3 18,49 332,82

8 41 9 369 7,3

ClCl4» 
.0 479,61

9 44 7 308 10,3 106,09 742,63

10 47 1 47 13,3 176,89 176,89

11 50 1 50 16,3 265,69 265,69

£

r t = 3671 ;

109

n =

3671

109 ; ezeket az értékeket a

3931,81 ■

( 12) - es képletbe

téve:

X
X -

x. f.__ i. j_  
n ~~ = 33,68 _33 7. sm
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A szórás számításához szükséges SQ > X ( x. - x) 2 f. eltérésnégyzet­

összeget ugyancsak a VII. sz. táblázatban számítjuk ki.

SQ = 22 ( X. - x) f. = 3931,81; n = 109; a (15)-ös képlet

alapján a szórás:

3931,81

109
= \ 36,072 =

= 6,006 6,0 cm

A szóródási együttható a ( 9) -es képlet alapján:

s°/í = 100 - t/c = 100 ~~ = = 17,8 %
x 33,7 33,7

d/ x és s értékek gyorsabb számítása:
2

A ( 17) - es és ( 20) -as képletekhez a 21 x*. f. és a £2 x’. f. értékeket a

VIII. sz. táblázatban számítjuk.

VIII. sz. táblázat.

i X.
1

f.
1

x’.
1

x’. f.i i

X,
,2 x .
i

x’2 f.
i i

1 20 1 -5 - 5 25 25

2 23 5 -4 -20 16 80

3 26 12 -3 -36 9 108

4 29 17 -2 -34 4 68

5 32 19 -1 -19 1 19

6 35 19 0 0 0 0

7 38 18 1 18 1 18

8 41 9 2 18 4 36

9 44 7 3 21 9 63

10 47 1 4 4 16 16

11 50 1 5 5 25 25

-114
66

- 48

458
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Az x\ értékek számítása a ( lő)-os képlet alapján történik;

x. - x 
x’, = ——- ------ ; x_ = 35 cm ; d = 3 cmi d D

x. - x^ 20 - 35, 1 D _x. = ------ - ------  = ------- -------= -51 d 3

x„ - x 23 - 35
x> _ ----- - -------  = -------- - ----  = _4

2 d 3

x - x 35 - 35, 6 D

Az x^ os ztályközép sorában lévő x*. érték mindig zérus, ettől felfelé e- 

ső x’. értékek -1, -2. -3 stb. a lefelé esők pedig 1, 2, 3 stb, lesznek. Ezek­

kel a nem nagy egész számokkal a műveletek fejben, gyorsan végezhetők el, 

A ( 17)-es képlet alapján a számtani közép:

x’. f. - 48
x = x ■ + d ---------- -L =35+3 —-v~ = 35 - 1,32 =

D n 109 ’

= 33,68 33,7 cm

d = 3 cm; 458; £ x’. f. = -48 ;
1 1

n = 109

A ( 20) -as képlet alapján a szórás:

!----------------------

458 - To9 (~48)2

109

458 23 04
109

109

458 - 21,14
ÍÖ9

436,86
109 3 \ 4,008 2,002 = 6,006 6,0 cm= 3|
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e/ Számítsuk ki, az egyes osztályokba tartozó relatív gyakoriságokat, a- 

melyek az egyes mellmagassági átmérők bekövetkezésének tapasztalati való­

színűségei. Ezen kívül számítsuk ki a felső osztályokhoz tartozó relatív gya­

koriságszögeket, amelyek annak a tapasztalati valószínűségét jelentik, hogy a 

véletlenül kiválasztott "x" elem kisebb lesz a felső osztályhatároknál. Majd vá­

zoljuk fel a tapasztalati sűrűség és eloszláspoligont.

IX. sz. táblázat.

i X.
1

f.
1 gi

d
X. + 7T1 2

o.
1

1 20 1 0,009 21,5 0,009

2 23. 5 0,046 24,5 0,055

3 26 12 0,110 27,5 0,165

4 29 17 0,156 30,5 0,321

5 32 19 0,174 33,5 0,495

6 35 19 0,124 36,5 0,669

7 38 18 0,165 39,5 0,834

8 41 9 0,083 42,5 •0,917

9 44 7 0,064 45,5 0,981

10 47 1 0,009 48,5 0,990

11 50 1 0,009 51,5 0,999

109 0,999

A mint sürüségpoligonja
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2, A valószínűségelmélet alapjai

Az előző fejezetben amikor megismerkedtünk a mintával és legfontosabb 

jellemzőivel, az volt a célunk, hogy következtetéseket vonjunk le az alapsoka­

ság tulajdonságaira vonatkozóan. Ezt úgy tehetjük, hogy matematikai statisztikái 

módszerekkel elemezzük a minták eloszlását, és a kiszámított jellemzőket, E- 

zen műveleteket csak akkor tudjuk hibátlanul elvégezni, ha megértjük a mate­

matikai statisztikai módszerek lényegét. De mivel az említett módszerek a való­

színűségelmélet tételeire épülnek, meg kell ismerkednünk a valószínűségelmélet 

alapjaival.

2.1. Események közötti összefüggések

Már több ízben szerepelt a véletlen esemény, amely a valószínűségelmé­

letben mást jelent, mint a hétköznapi nyelvben. A véletlen események általában 

valamely kísérlettel, mégpedig véletlen kísérlettel kapcsolatosak. Véletlen azért, 

mert kimenetelét az általunk figyelembe vett feltételek nem határozzák meg egy­

értelműen. Ezen kísérletek alatt nem a szükebben vett kísérleteket értjük, ame­

lyekkel a 4, fejezetben ismerkedünk meg, hanem egyszerűen mérésekről, meg­

figyelésekről stb. van itt szó. Egy kísérlet lehetséges kimeneteleit elemi ese — 

ményeknek fogjuk nevezni. Valamely kísérletben egy meghatározott szempontra 
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vonatkozó elemi események halmazát eseménytérnek mondjuk, jele: I, Például a 

kockadobásnál nyilván a lehetséges számok 1 - 6-ig alkotják az eseményteret, 

( az, hogy a kocka hova esik itt nem érdekes) , Az esemény tér megfelel a sta­

tisztikai sokaság fogalmának, ez utóbbi matematikai statisztikai fogalom. A vé - 

letten esemény fogalmát az eseménytér részhalmazaként értelmezzük, jelöléseA, 

B, C, . . . vagy A^, AQ, .... A^ nagybetűkkel történik. Véletlen esemény a 

kockadobásnál például a páros szám ( 2, 4, ő) dobása. Ha egy esemény az e-

gész eseményteret, vagyis az egész I halmazt tartalmazza, akkor ezt biztos 

eseménynek nevezzük, jele: I, Egy kockát feldobva az, hogy az eredmény 1 - 

6-ig terjedő számok valamelyike lesz, az biztos esemény. Ha viszont elemi e- 

semény nélküli üres halmazt tartalmaz, neve lehetetlen esemény, jele: O. Például 

egy dobókockával 6-nál nagyobb 

szám dobása lehetetlen esemény. 

Azon eseményt amely azt jelenti, 

hogy "A" esemény nem követke­

zik be " A" ellentétes eseményé - 

nek mondjuk és A-val jelöljük, 

Például annak, hogy páros szá­

mot dobunk ellentétes eseménye 

az, hogy nem dobunk páros szá­

mot azaz, hogy páratlan szám 

lesz az eredmény.

Ha A , Ao, . . . A e— ______ 1 2’___n 
semények közül legalább az 

egyik bekövetkezik, azt az u- 

jabb eseményt

11. sz. ábra.

Az I eseménytér, az A, B, C, D véletlen 
események és az E , Eo, , . . elemi e- 
semények

A + Ao + . . , + A12 n

alakban írjuk fel és az események összeadásának mondjuk. Például a kocka - 

dobásnál azt az eseményt, hogy az 1-6-ig terjedő számok közül valamelyik be­

következik, ha a számokat A ^2’ * ’ * ^6-a^

A + A + . . . + A 12 6

alakban Írjuk fel. (A + A = A vagy A ) _L <—■ -L

3C XXa " vagy" nem kizárólagos értelemben
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Ha A , Aq, . , , , A^ események együttesen következnek be, az így lét 

rejött uj eseményt

alakban írjuk fel és az események, szorzásának mondjuk,, Például dobjunk fel 2 

darab kockát, és jelöljük az egyik kockán a páros számot A - el, a másik 

kockán pedig A^-vel, akkor azt az eseményt, hogy mindkét kockán páros szám 

lesz

alakban Írjuk fel. ( A^ . = A és A^ is) .

A fentiek ismeretében már módunkban van néhány fontos összefüggést, fel 

ÍEDÁ

a/ lehetetlen és a biztos esemény ellentétes eseményei egymásnak:

O = F_______és______ I = Ö

b/ &z események összeadására érvényesek az alábbi összefüggések:

A + .A = I ; .A + O = .A es A. + .A = A. (31)

c/ Az események szorzására érvényes az

AA = A , AI = A és AO = O (32)

összefüggés.

Ha A . A = O, vagyis A és A esemény nem következhet be együt -
____ JL_______ ___________________________ -L ___ ' __ ___  

tesen, akkor A,, és A„_____  1_______ 2 egymást kizáró események, így egymást kizárják az el­

lentétes események:

Továbbá egymást kizáró események az eseményteret alkotó elemi események,

d/ Ha A^, Ag, . . . A^ egymást kizáró események és összegük biztos 

esemény, akkor ezek az események teljes eseményrendszert alkotnak:
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A1 + A2 + . , . + An - [ ahol

A! • A2 = O, . . » A1 An = O és A„ A = O2 n

(33)

Teljes eseményrendszert alkotnak az ellentétes események is (lásd a b/ 

pontban.) Keressünk egy példát a teljes eseményrendszerre: Egy kockával dob­

ható 1-6, minden szám, jelöljük ezt a 6 elemi eseményt A A , . . . A -al, 

egy dobásnál ezek közül csak egy következhet be, ( ezek egymást páronként 

kizáró események) , viszont ez az egy feltétlen bekövetkezik, ( igy összegük 

biztos esemény) :

A + A2 + . . . + Ag = I ahol

A. An = O ; . . , -A. A = O es -Ao -A^ = O 12 16 2 6

tehát az A , A
-L

. Ag események teljes eseményrendszert alkotnak.

2,2, A valószínűség fogalma

Az előző fejezetben már találkoztunk a relatív gyakoriság fogalmával, a- 

melyet ott tapasztalati valószínűségnek neveztünk.

Ha egy kísérletet "n"-szer elvégezve "A" esemény "£ "-szór követke- 
f Azik be, az f az "A" esemény gyakorisága,az ------ = g hányados pedig azn ./A

"A" esemény relatív gyakorisága. Ha a kisérletsorozatot egymástól függetlenül, 

azonos körülmények között igen sokszor megismételjük, a relatív gyakoriság, 

stabilitást mutat, és az " n" minden határon túl való növelésével egy határér — 

tékhez tart. A relatív gyakoriság stabilitására vonatkozó törvény a nagyszámok 

törvénye. Az említett határérték pedig az "A" esemény valószínűsége, amelyet 

P( A) -val jelölünk:

P(A) hm -----n (34)

A P( A) valószínűség a g^ relatív gyakorisággal ellentétben egy elméleti ér — 

ték.
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2±3■ A valószínűségelmélet alaptételei

.A valószínűségelméletnek négy olyan alaptétele van, amelyekből a többi 

tételek levezethetők;

1/ A lehetetlen esemény valószínűsége zéró;

P( O) = 0

Bizonyítás:

fA
f A = ° , = 0 — P( O) = 0

2/ A biztos esemény valószínűsége egy:

P(I) = 1

(35)

(36)

Bizonyítás:

f . = n , - — = 1 — P(I) = 1 A ’ n ' '

3/ Egy tetszőleges "A" esemény P(A) valószínűsége legalább O, de leg­

feljebb egy lehet:

Bizonyítás:

0 — f A — n 0 — ---- — íc 1 —► 0 P( a) 1A * n ' '

4/ Ha " A" és " B" egymást kizáró események - vagyis érvényes rájuk 

nézve az A.B = O reláció - akkor összegűk valószínűsége egyenlő a való­

színűségeik összegével. Tehát a valószínűségek összeadástétele:

P(A+B) = P(A) + P( B) ; A;B = O (38)
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Bizonyítás: Végezzünk "n" kísérletet és legyen "A" gyakorisága f , "B" gya­

korisága f.g, akkor az ( A + B) esemény gyakorisága ( + f^) lesz. Az

( A + B) esemény relatív gyakorisága:

A+B) n n + n ^A + ^B

Határátmenettel: lim g/ . >. = P( A+ B) ,

igyP(A+B) = P(A) + P(B).

lim g = P( A) és lim g = P( B) és

A bizonyítás elvégezhető " n" egymást páronként kizáró eseményre is,így

az összeadás tételt A^, A_, ... A ; A. . 12’ ni
terjeszthetjük:

A. = O;
J

j; eseményre is ki-i

P( A + A + ... + A ) = P( A ) + P( A ) + ... + P( A ) _L *—■ II __ jL_________ ~______________i I (38)

A. . A. = O ; i / j.
i J

Az alaptételekből a valószínűségelmélet többi tételei már levezethetők.

2,31 Az alaptételekből levezethető további tételek

o(. J A teljes eseményrendszer valószínűsége. Már láttuk, hogy A^ 

+ ... + A = I ha A, . A. = O; i j.
n i J ’ r J

A ( 38) -as alapján:

P( Ax + A2 + ... + An) = P( A1) + P( A2) + ... P( An) = P( I) = 1 ( 3 9)

A teljes eseményrendszer egyes eseményeinek valószínűségei összegezve tel­

jes valószínűséget azaz 1-et eredményeznek,

fi,/ Az ellentétes esemény valószínűsége: Az "A" és "Á" ellentétes e- 

semények teljes eseményrendszert alkotnak:

A + Á = I; P( A) + P( A) = P( I) = 1 és ebből

P( A) = 1 - P( A) ( 40)
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klasszikus valósginüségi mező, Ha egy eseményteret véges szá­

mú elemi esemény alkot, akkor az véges eseménytér. Ha a véges eseményté r 

elemi eseményei egyenlően valószinü események, akkor klasszikus valószínt- 

a neve. Az ide tartozó elemi események bekövetkezésének valószí­

nűségét úgy számítjuk ki, hogy a kedvező esetek számát ( k) elosztjuk a le­

hetséges esetek számával ( n) ;

P(A) - £ ( 41)

Bizonyítás; A szóban forgó eseménytér "n" elemi eseményt tartalmaz, 

vagyis a lehetséges esetek száma " n". Az "n" esemény, mivel közülük 1 fel­

tétlen bekövetkezik teljes eseményrendszert alkot;

p(A + A + ... +A ) = P( A ) + P( A ) + ... + P(A ) = 1 II -L “ II

de egyenlően valószínű események lévén:

P( A.) = P( A.) , i / j ; és igy

P( A ) + P( A2) + ... P( A^) -- n P( A.) = 1, ahonnan;

P( A.) = -1- 
' r n

Válasszunk ki az " n" eseményből "k" darabot, tekintsük ezeket kedvező 

eseteknek, és keressük annak a valószínűségét, hogy ezek közül 1 bekövet­

kezik; P( A + A^j + ... + A^) = P( A)

P( A) = k P( A.) = k - = - ' ' ' r n n

Például: Mekkora annak a valószínűsége, hogy egy szabályos dobókoc­

kával első dobásra 6-őst dobunk, A lehetséges esetek száma n = 6, a ked — 

vező esetek száma k = 1 tehát a 6-os valószínűsége;

P( 6) = J
' ' no
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Ezután számítsuk ki annak a valószínűségét, hogy az első dobásra páros szá­

mot dobunk. A kedvező most a 2, 4, 6-os, k = 3 és n = 6, tehát:

P( 2 + 4 + 6) - - = J = y
v ' n 6 2

Vagy az összeadástétel alapján:

Ilii
P( 2 + 4 + 6) = P( 2) + P( 4) + P( 6) = 6 + e + 6 = 2

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a páros számot "A"-val, ellentétes 

eseményét a páratlan számot Á-val jelöljük:

P (A + Á) = 1 és P( A) = P( Á) , tehát:

P( A) . i

cf',/ Tetszőlegesen "A" és " B" események összegének valószínűsége:

Az A és B események összege akkor is felírható két egymást kizáró e- 

semény összegeként, ha "A" és " B" egymást nem zárják ki:

A . B / O .... A+B = A + ÁB ennek valószínűsége:

P( A + B) = P( A) + P( AB) ( 42)

A "B" esemény is előállítható két egymást kizáró esemény összegeként:

B = AB + ÁB ennek valószínűsége:

P(_B) = P( AB) + P( ÁB) ebből kifejezve P( ÁB) -t

P( AB) = P( B) - P( AB) ( 43)

A ( 43)-at ( 42)-be behelyettesítve megkapjuk a tetszőleges "A" és " B" 

események összegének valószínűségét:

------------------------------------------------------------------------
P( A + B) = P( A) + P( B) - P( AB) ( 44)
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Például: Egy csomag 

annak, hogy az piros 

el az ászét Ao-vel.

magyar kártyából 1 lapot kihúzva mekkora valószínűsége 

lesz, vagy ász lesz? Jelöljük, a piros bekövetkezését A--

32
4 1

32' = 8

A2 esetményt

1_
" 32 ’

a piros ász húzása jelenti, annak valószínűsége:

P(A± + A2) !■
1 1 11

+ 8 ” 32 ~ 32'

_ Feltételes valószínűség,

menetelei "A", AB valamint ( 1-A)

szer megismételve az "A" esemény gyakorisága f 
f A

Tegyük fel, hogy egy kísérlet lehetséges ki­

események bekövetkezése, A kisérletet " n~ 

relatív gyakorisága

az AB esemény gyakorisága és relatív gyakorisága

fAB
= -* ** '. Az a kérdés, hogy mekkora tapasztalati valószínűséggel következik be 

az "A"-ra kedvező (f 

lünk. A gyakoriságot ( f .

számú) esetben a B esemény, amelyet B/ A- val jelö- 

osztva az elemszámmal ( f ) ;

(45)

A (34) -es alapján a 

szinüségét:

n

( 45) -ö határértéke jelenti a B/ A esemény való —

P(AX) 1 .
4 ’

1
4

n

f

g

f

f
g

lim g
lim g. lim lim g

lim g. lim §ar = P( AB) és Hm g = P( A)

g
n

P (B/A) (46)
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A ( 46)-os hányadost " B" esemény "A"-ra vonatkozó feltételes valószí­

nűségének nevezzük és P ( B/ A) -val jelöljük.

Például: Annak a valószinüsége hogy egy gyártmány nem selejtes P ( A) = 0,96, 

hogy elsőrendű P ( AB) = 0,24. Keressük annak a valószínűségét, hogy a nem 

selejtesek közül elsőrendű lesz:

p / n/A) _ AB) _ _
P.L.B£AL - p(A) - 0,96 ’

£> J A valószínűségek szorzástétele. A ( 46)-os képletekből P ( AB) — t 

kifejezve megkapjuk a valószínűségek szorzás! tételét:

P(B/A)

P ( AB) = P ( A) P ( B/ A) (47)

Például: Annak a valószinüsége, hogy egy gyártmány jó P ( A) = 0,96, hogy 

ebből elsőrendű P ( B/ A) = 0,25. Mekkora a valószinüsége annak, hogy a 

gyártmány elsőrendű?

P ( AB) = P ( A) P ( B/ A) = 0,96 . 0,25 = 0,24

^ ./ Események függetlensége. Az "A" és " B" eseményeket független­

nek nevezzük akkor, ha " A" és " B" együttes bekövetkezésének valószinüsé- 

ges egyenlő az "A" és "B" események valószinüségeinek szorzatával:

P ( AB) = P ( A) P ( B) (48)

Hogy alakul itt a P ( B/ A) feltételes valószínűség ?

P(B/A) , M = P ( B)

Vagy a P ( A/ B) feltételes valószínűség?

p(A/b)
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Például: Két kockát feldobva, mekkora a valószínűsége annak, hogy mindegyi­

ken 6-os lesz?

P( A) = | ; P( B) = | ;

P(AB) = P(A) P(B) = | . | =

2,32, Bernoulli tétele

Induljunk egy olyan kísérletből, amelynek csak kétféle kimenetele lehetsé­

ges, azaz dobjunk fel egy forintost, azon vagy fej lesz vagy irás. Jelöljük afej 

valószínűségét "p"-vel, az irás valószínűségét "q"-val. p + q = 1 vagyis q = 

= l~p. Vizsgáljuk meg, hogy 2 darab forintost feldobva mekkora valószínűség­

gel következik be 1 fej. Vagy az egyik forintoson lesz fej és a másikon irás, 

ennek valószínűsége a ( 48) szerint pq, vagy a másikon lesz fej és az egyi - 

ken irás ennek valószínűsége qp. Az 1 fej valószínűsége a ( 38) alapján 

P( 1) = pq + qp = 2pq, a 2-s p és q permutációnak száma, amit két elem el­

ső osztályú kombinációjaként is felfogható:

/ 2\
P ( 1) = I pq

\ 1 /

Dobjunk fel 3 forintost, mekkora lesz a 2 fej valószínűsége? Itt 3 eset le~ 
2

hetséges: ppq, pqp és qpp tehát: P ( 2) = ppq + pqp + qpp = 3 p q, de a 3 

tulajdonképpen 3 elem másodosztályú kombinációnak számát jelenti:

r 3\ 
P ( 2) = I | p2 q 

'2 '

Ha ezután "n" darab forintost dobunk fel és azt vizsgáljuk, hogy mekko­

ra valószínűséggel következik be "k" darab fej (k^ n) , a fentiek alapján: 

képletet kapunk, ezt Bernoulli képletnek nevezzük.

(49)
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A Bernoulli képlettel számítjuk ki bármely esemény bekövetkezési gyako­

riságának valószínűségét, megismételt kísérletek esetén, ha a bekövetkezés va­

lószínűsége állandó, igy a visszatevéses mintavételnél is.

A visszatevéses mintavétel, Egy láda csavar ellenőrzését végezzük úgy, 

hogy a darabot megvizsgálva ismét visszatesszük a ládába. A selejt valószí­

nűsége p = 0,1, a jó valószínűsége q = 1-p = 0,9. Mekkora a valószínűsége, 

hogy m = 3 darabot megvizsgálva éppen k = 1 darab lesz selejtes?

/3X
/12

P( 2) = 0,9 . 0,1 = 0,243
\ 1 J

2,33, Mintavétel visszatevés nélkül

Most úgy végezzük az ellenőrzést, hogy a vizsgált darabokat nem tesz - 

szűk vissza az alapsokaságba. Legyen az összes munkadarabok száma "N" 

ebből selejtes "M" és jó N-M. "n" darabot kiválasztva mekkora lesz a való­

színűsége annak, hogy éppen "k" darab selejtes?
/N\

"N" darabból " n" darabot féleképpen lehet kiválasztani, ez adja a 
\ n / 

lehetséges esetek számát. /M\

"M" selejtből " k" darabot féleképpen lehet kiválasztani, de ettől füg- 
\k / / N-M\

getlenül az ( N-M) jóból ( n-k) darab I ) féleképpen választható ki, és mi — 
\ n-k !

vei minden "k" darab selejthez ( n-k) jót is ki kell választani, a kedvező e- 
/ M \ í N-M X

setek száma \ / 1 lesz.
\ k' \ n-k J

Tehát a keresett valószínűség a ( 41) szerint:

(50)

Például: 100 baltanyél közül 5 db selejtes van. 3 darabot találomra kiválaszt­

va, mekkora a valószínűsége annak, hogy éppen 2 db selejtes?

N = 100, M = 5, N-M =95, n = 3, k = 2, n-k= 1
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5 \ /95\

I 4
2 / \ 1. / 2 ‘

■■'*—'•**..« __ »—«■»-■ ’ • >I^ Rí *W» . ■» ' «

/100\ ~ 100 . 99 . 98
\ I - _____

10 »QJL_ _19__ 19 19
= 1007*33 . *49 = 2 . 33. 49 = 271617 = 3234 =

= 0,00 588

Az ( 50)- es képlet segítségével számíthatjuk ki a lottó találatok valószí­

nűségét is.

2,4, A valószínűségi változó

A matematikai statisztikában megismerkedtünk az alapsokaság fogalmával, 

Az alapsokaságnak a valószínűségelméletben a valószínűségi változó fogalma 

felel meg.

Definíció; valószínűségi._változónak_nevezzük_az .elemi események, halma-- 

zán. éjdeljn^jzett .függvényt.

A valószínűségi változót stb. görög betűkkel jelöljük. Egy kísérlet­

tel kapcsolatban annyi valószínűségi változóról lehet szó, ahány függvény ér­

telmezhető az elemi események terén. Például kockadobásnál: = 1, 2, 3,4,

5, 6 vagy = páros, páratlan. nem egyes stb.

2,41, A diszkrét valószínűségi változó, a valószínűségi és eloszlásfüggvénye.

Ha a jegyek megszámlálhatók, _aza z a valószínű ségi változó véges,vagy 

megs zárni áthatóan végtelen sok értéket vehet fel, a neve diszkrét valószínűsé­
gi változó, (diszkrét = megkülönböztetett). Legyen = x , x , , , x , a £ 

-L n i
bekövetkezési valószínűsége P ( L ) , amelyet valószínűségi függvénynek ne­

vezünk. Ilyen valószínűségi függvény például " n" forintos feldobásánál a fejek 

gyakoriságára vonatkozó = k = 0,1 , , . . , n valószínűségi változó bekövet­

kezési valószínűsége:

p ( 4 = k)
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Vagy az "N" munkadarabból kiválasztott "n" darab esetén C, = k = 0,1, , n

db selejt bekövetkezési valószinüsége:

/ M A/N-M\
P ( J - K) - Wv1—

\ n /

A P ( < x) valószinüséget a ( 33)-as határértékeként vezethetjük be és

F (x)-el jelöljük:

( 51)

Az F( x) = %. P( x) függvényt, a diszkrét valószínűségi változó eloszlásfüggvé­

nyének mondjuk. Ennek grafikonja ugyanolyan alakú mint a megfelelő minta eb 

oszláspoligonja ( 10. ábra) .

2.42, A folytonos valószínűségi változó, az eloszlás- és sűrűségfüggvénye

Mérhető jegyek esetén, amikor a £ a (- «> < < <x») intervallumban min­
den értéket felvehet, a P (^ ) valószinüségi függvénynek nincs értelme, az 

F ( x) = P (í < x) eloszlásfüggvénynek annál inkább.

Definbió: A valószínűségi változót, ha eloszlásfüggvénye az egész számegye- 

nes minden pontjában folytonos, továbbá véges számú " x" hely kivételével dif­

ferenciálható, akkor folytonos valószinüségi változónak nevezzük.

A folytonos valószinüségi változó eloszlásfüggvénye mindig monoton nö­

vekvő és alul, felül korlátos függvény.

P < — °o) = F ( - oo ) = O ezt függvénytanilag felírva:

lim F( x) = O
x. -*• — °»=>

P * 0,0 ) = ('x> ) ~ 1 vagy másképpen:

lim F (x) = 1 A fentiekből következik, hogy:
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(52)

A folytonos valószinüségi változó Ff x) eloszlásfüggvényének differen­

ciálhányadosáta £ valószinüségi változó sűrűségfüggvényének nevezzük és 

f ( x) - el jelöljük:

(53)

Ha a valószinüségi változóból vett minta x. értékeihez tartozó g. relativ gya­

koriságot elosztjuk a " d" osztályközzel, amit itt 21 x.-vel jelölünk, megkapjuk az 

elemeknek az "i"-edik osztályközre eső átlagos sűrűségét, ami közelítőleg e- 

gyenlő az f ( x.) sürüségfüggvény értékével;

Sj
f ( X.) T"“ és f ( X.) A X. & g.v i' 4 x. v i' i si
________________ i__ __ _________  ________________

( 54)

Ezután számitsuk ki az f( x) függvény görbéje alatti területet x = a és x = b

határok között, mikor is b > a;

F( b) - Ff a)

Ha most x - és x = >=»<=> lesznek a határok;

F () - F (-oo) = 1 - 0 = _1 (55)

Azt látjuk, hogy a görbe alatti egész terület egységnyi.

Számitsuk ki a Ta és területeket

a.
Ta = í f( x) dx = F( a) - Ff - oo ) = F( a) = P a)
— oo '

- oo
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b
Tb = J f( x) dx = F( b) - F( - ®o ) 

- Oo

F ( b) - P (4 < b)

-oo -töl számítva egyenlő lesz annak a valószínűségével,hogyA területet

kisebb a felső határnál.
Végül vizsgáljuk a Tb& terület valószínűségelméleti jelentését:

b
Tb& = J f( x) dx = F( b) - F( a) = P b) - P (£ < a) = 

a

b a lim b a
= lim X —- - lim 21 ---- = —- . ( 22 f - f) =n - __ n n xn-+. •[ n ■* J ™ 4 1

b b
= ---- lim 2- f = lim 5~---- = lim g ( a x b) =

rt-»ooa n*c><=’ a n-^oo

= P ( a £ b) ( 56)

Tehát az f( x) görbe alatti terület " a" és " b" határok között véve egyen­

lő annak a valószínűségével hogy a értéke az (a±^c b) intervallumba e- 

sik.

2,43 A valószinüségi változó várható értéke

A valószinüségi változó elméleti középértékét, amelyhez a belőle vehe­
tő összes minták számtani középértékei, mint határértékhez tartanak, a £, való­

szinüségi változó várható értékének nevezzük. Jele: M ( jf ) .

A diszkrét valószinüségi változó várható értéke, ahol = . , x„ .... X 1’ 2 n

n
£ x. f. m f. n

M( 4 ) = lim —í----- —— = lim x. —— = 2Z x. P( x.)
v r ' n i i n / i v r (57)

A folytonos valószinüségi változó várható értéke.

ahol - °o < < <=x> az ( 54) alapján:
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lim lim
n

n i

= lim X
i i' 'i ’ Ha és

i

(58)

A várható értékre vonatkozó tételek, amelyeket csak diszkrét esetben bi ■ 

zonyitunk,
a/ Egy £ valószínűségi változó és egy " c" állandó szorzatának várható 

értéke egyenlő a valószínűségi változó várható értéke szorozva a " c" állan —■ 

dóval:

(59)

n
E x. P. 
y 1 1

P. = P( X.)i ' r

Legyen két valószínűségi változó

b/ Két valószínűségi változó összegének várható értéke egyenlő a yál~ 

tozók várható értékeinek összegével.

x.. xo , ... x és 12’ m 7= yr y2, ha és 7 ele

me egy halmaznak;

( 60)

x.

mn
= lim
mn-* cx=>

í .

mn

f..

mn

m f.
lim X x.__ . 1 m lim Z

f.

+ M ( 7 )

7 1 J

m n

n

/J?z7-*oo -t i J n
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= £ x. P. + £ y. P. = M ( £ )
+ M ( ^ )

c/ Két független valószinüségi változó szorzatának várható értéke egyen­

lő a változók várható értékeinek szorzatával.

/ = x2 ... xn, = yr y2 ... , ym

M ) = M ( / ) M ( 4? ) (61)

m (/ 7) = £ xiyjp (xi yP £ xiyi fp( XP p( yPJ =

_ n m
= 7 L^x.p(x.) Yjp(yj)J = Z x.p(x.) X yjp(yj) =

= M( J ) M( )

d/ A = x^, x2, ... x^ M( )-tői vett eltéréseinek várható értéke zé — 

rus:

M f / - M ( ) ] = O (62)

Mivel M( c) = c, ahol c = konstans, M M( ^ ) J = M( ^ ) és igy:

Mp£-M(£)] = M(£) -M^M(| )] = M( p - M(p = O

2.44 A valószinüségi változó szórása

A valószinüségi változó változékonyságának mértékszámát, amelyet a 

-bői vehető összes minták szórásainak határértékeként definiálhatunk, a
valószinüségi változó szórásának nevezzük, jele D (^ ), 

Diszkrét esetben a 4 szórása és szórásnégyzete:

D (^ ) = M - M (^ )J2 (63)
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A ( 63) -as 

értékeként írható

négyzetét, amely a £ - M

fel a t szórásnégyzetének

(A)]2 

mondj uk

eltérésnégyzetek várható
, 2 / f \
es D (c )-vei jelöljük.

= lim £ (x. - x)2 P. = M[£ M(£)J2 (64)

Ha a (64) - ben a négyzetreemelést elvégezzük azt kapjuk, hogy a t, 

szórásnégyzete egyenlő négyzete várható értékének és várható értéke négy —■ 

zetének különbségével:

D2(í ) = - M (£ )j2 = m[ (£ ) + M2 (£ )] =

p
) -2 M (^ ) M (

. M 2)-- M2 (£ ) (65)

+ M (£ ) -

Folytonos esetben a C, szórásnégyzete: az ( 58)és a ( 64) alapján felír­

va;

y x2. f
D2 (^ ) = M ( / 2) - M2(£ ) =, lim ——ti- - M2(£ ) =

z? * oo '

= lim 2? x2|g- “ M2( f, ) ~ f x2f( x) dx - £ J x f( x) dxj ( 66) 
n -»■ oo ' -oq ~

ŰX o

A valószinüségi változó szórására vonatkozó tételek. Amelyeket csak 

diszkrét esetre bizonyítunk,

a/ Ha " a" és " b" valós számok;

D2 (aj. t) - a2 D2 (^) (67)

Bizonyítás:
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D2 ( a£ + b) = M £ a£ + b - M ( a + b) j 2 =

K 9 z— n
= M£a£ + b- aM(^) - b ] = M I a£ - a M ( £ )] =

= a2 M [ £ - M ( ^ ) ] 2 = a2 D2 ( )

b/ Ha £ . £ „ ... £ független valószínűségi változók, akkor az össze-
_ _____ Jj—C-éx_______ —__________________________________________________  

gük szórásnégyzete a szórásnégyzeteik összegével egyenlő:

D2 ( íz* íz*.-* ír) " Mt í 1* í 2* -* í ni * M< í 1* í 2* -* ír)] ’

■m{.£ eík-M(ík>]}■

1------------------------------------------------- V-----------------------------------------------'

0

i-M< í )J% p2< í P - °a( í i) *°2( í 2)*-*d2< í „)

1 * 1 _____________________________________

(68)

A ( 68) -as tétel olyan 2 ’ ••• va^°sz^naségi változókra is fenn­

áll, amelyek nem függetlenek, de szórásuk ugyanaz, jelöljük ezt & -val,

D2 +/2 + ...^n) - nff2

Négyzetgyökvonást elvégezve:

D < 4 1 + 2 + - + í J = ( 69)

Az " n" növekedtével az összeg szórása « n arányban növekszik.
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2.45_ A valószinüségi vAtoző valószinüségeloszlása _

Legyen L = x x„, ... x diszkrét valószinüségi változó, pl, a forintos fel- 
.i. n

dobásnál a fej gyakorisága, akkor annak a valószinüsége, hogy értékei közül 

egy bekövetkezik:

n
£ P = P( o) + P( 1) + ... + P( n) = 1 
o (70)

Vagy legyen f folytonos valószinüségi változó, akkor annak a valószinü­

sége, hogy értéke a ( ■ oo^x*0^) intervallumba esik;

P ( - oo < x < oe ) dx = 1

Azt, hogy az 1 teljes valószínűség eloszlik az x^, xQ, ... x^ értékek között 11- 

letőleg a ( ~ Q» < x.< <>o ) intervallum felett, a valószinüségi változó valószínű* 

ségeloszlásának röviden eloszlásának mondjuk.

Az eloszlás a valószinüségi változóra nézve meghatározó jellegű. Egy va­

lószinüségi változó eloszlását eloszlásfüggvényével, de közvetve sűrűségfügg­

vényével illetve valószinüségi függvényével adhatjuk meg.

2.5 Nevezetes eloszlások

A gyakorlatban szereplő valószinüségi változók eloszlása általában más 

és más, ezek zöme azonban néhány típusba sorolható. Az egyes típusokon be­

lül az eloszlásfüggvény ugyanaz, csupán paraméterekben térnek el egymástól. 

A leggyakrabban előforduló típusok eloszlásfüggvényét, sűrűség- illetve valószi­

nüségi függvényét levezették, és értékeiket táblázatba foglalták. Az említett el­

oszlásokat nevezetes eloszlásoknak mondjuk. Számunkra a legfontosabb elosz­

lások, a binomiális - és a normális eloszlás.

2.51, A binomiális eloszlás

Induljunk ki a Bernoulli képlet levezetésénél alkalmazott kísérletből, dob­

junk fel "n" forintost és válasszuk valószinüségi változónak a fejek gyakori­

ságát k = r = 0, 1, ... n.

A valószinüségi változó értékeit P( k) n n-k ,, . .. zp q valószínűséggel ve-

\ k
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szí fel. Vagyis ennek a diszkrét valószinüségi változónak a valószinüségi függ­

vénye a Bernoulli-képlet. Ha most azt kérdezzük, hogy mekkora valószínűség­

gel lesz a fejek száma 0 vagy 1 vagy 2 ... vagy n, a ( 49) es és (71) alapján:

= ( q + p) n = 1 (72)

Mivel a fenti £ valószinüségi változó valószinüségeloszlását a Newton----

féle binomiális képlettel irtuk fel, ezt a változót binomiális eloszlásúnak mond— 

juk. Binomiális eloszlást követ minden olyan diszkrét valószinüségi változó, a- 

melynek valószinüségi függvénye a Bernoulli képlet. A binomiális eloszlású 

valószinüségi változó paraméterei az 11 n" és a " p". A L várható értéke:

M(£ ) n-k 
q

A "k"-val a szorzást elvégezve, az np konstans szorzatot kiemelve és az
n-k = £ ( n-1) - (k-1) j átalakítást elvégezve:

M(^ ) = np
n -■/ 
r
0

/ n-

l k-1)

pk-i q [(n-1) - (k-1) J _

= np
n- 1

L- (q
0

\n+ p) -1

de
n- i 
z. (q + p) n-1 1 tehát:
o

np

A binomiális eloszlású c valószinüségi változó szórása a ( 65) alapján:
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k/

2n-kn k

(k

n-2\

np- n P
k-2/

2 
P

k 2 
P

n-- • k 2

y k k~i

2 
P

z v n~2
( p + q) +
----------- v--------- ’

1

np - 2 2n p

2 2
P " np

2
+ np

2 2 n p np ( 1 p) n p q

(74)

Például: Dobjunk fel 6 forintost és vizsgáljuk a fej gyakoriságát, mint valószi-
, Z z z 1 z z z 1nüsegi változót. A fej valoszinüsege p = , ellentétes valoszinüsege q =

n = 6, q = k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, A változó binomiális eloszlást követ.

6 
L 
o

P( k) =
3

+
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64 64
“ 64

np z- 16 2 •6 _1
2

1

3 1 J 3
2 J 2

Az eloszlást ábrázolva:

12, sz. ábra.
, , , , 1 , Binomiális valoszinüsegeloszlas p = — es n = 6 mellett

2,52 Néhány diszkrét eloszlás

a/ Hipergeometrikus eloszlású az a diszkrét valószinüségi változó, amely 

k = 0, 1, 2 ... n értékeit

M N-M

P(k) k/
/ N

n-k valószínűséggel veszi fel, ( 2.33 pont) .

A hipergeometrikus eloszlás paraméterei M, N, n.

M M
N

n- 1 
N-l

2 ,
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például: Válasszuk a lottó találatokat f = k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 valószinüségi 

változónak, ennek valószinüségeloszlása hipergeometrikus, tehát valószinüségi 

függvénye az ( 50) :

6
í P( k) = P( p) + P( 1) + P( 2) + P( 3) + P( 4) + P( 5) = 1
o

13. sz, ábra, 

Hipergeometrikus valószinüségeloszlás N = 90, M = 5, n = 5 mellett

b/ Poison eloszlású az a diszkrét valószinüségi változó, amely a

= k = 0, 1, .... n értékét

valószínűséggel veszi fel. Az eloszlás paramétere A .

(75)
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M( £ ) = A D2 (£ ) - / .

Például: Egy útkereszteződésnél átlagosan perecenként A. = 5 gépkocsi halad át* 

válasszuk valószínűségi változónak a perecenként áthaladó gépkocsik gyakori­

ságát és vizsgáljuk, hogy mekkora valószínűséggel lesz ez = k = 0, 1, 2, .. 

n

£P(k) = P( o) + P('l) + ... + P(n) = 1 
o

14. sz. ábra.

Poisson valószinüségeloszlás X =5 mellett

2,53 A normális eloszlás

Azt a folytonos X = x , x_ ... x valószínűségi változót, amelynek sűrű- ____________ __  -L___ éí______ M_____ __ __ _  __ __

ségfüggvénye:

várható értéke: F . () = m és

szórása: D (^ ) = G'

"m" és paraméterű normális eloszlású valószínűségi változónak nevezzük,rö- 

viden N( m; <5 ) alakban adjuk meg. Eloszlásfüggvénye ( 53) alapján:

__ 1___
& f 2X -

( x-m) 2
2 (o 2

dx
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A normális eloszlás a gyakorlatban a legtöbbet szereplő eloszlás. Ugyan­

is a központi határeloszlás tétel szerint nagyszámú, független valószinüségi vál­

tozó összege bizonyos feltételek mellett normális eloszlásba megy át, ha az e~ 

gyes valószinüségi változók az összeghez képest elég kicsik. így általában 

normális eloszlásuak az állati és növényi egyedek fejlődéssel kapcsolatos a- 

datai, a termékek méretei, szilárdsági adatai, a mérési hibák stb. Sőt normál i s 

eloszlásba mennek át a mintaelemek összegei, számtani közepei, szórásai, ak­

kor is ha egyébként az elemek eloszlása nem normális, de a megfigyelések

száma elég nagy.

Egyszerűség kedvéért vezessük be a

es (78)

transzformációt, a (76)~ból

(79)

alakot nyerjük, ez a normális eloszlás alapesetének a standard normális el 

oszlásnak a sűrűségfüggvénye. Ezt az eloszlást, mivel m = 0 és 6" = 1 rövi — 

den N ( 0; 1) alakban adjuk meg,

Elemezzük az N ( 0; 1) eloszlás sűrűségfüggvényét:

2 u 2 
y.

I 2T
u

az egyenletnek

0u mellett lesz véges értéke;
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r(0) ' ‘ (°; °’4)

2 u
2 2 2

e ■ ( U - 1) = 0 . . . u -1=0; u = + 1
| 2 ff --------------

CP (+_ 1) = ..-= 0,2420 0,24
I RÍe

Az inflexiós pontok:

P± (1; 0,24) és P2 (-1; 0,24)

Az inflexiós pontoknál látható, hogy a függvény páros:

f (-U) . 7 (u)

A számítások megkönnyítése végett a ( u) 

foglalták. Néhány értéket felírunk ( X. táblázat) :

(80)

függvény értékeit táblázatba

X. táblázat

u f(u) =<f(-u) ycí ( u)

0 0,3989 0,4

+ 0,5 0,3521 7/ 8. 0,4

_+ 1,0 0,2420 5/ 8. 0,4

+_ 2,0 0,0540 1/ 8. 0,4

+_ 8,0 0,0044 1/ 80.0,4
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A "P" maximum, a P^ és P^ inflexiós pontok, valamint a X. táblázat a- 

datai alapján az N( 0;l) eloszlású valószínűségi változó sűrűségfüggvényét meg­

rajzoljuk ( 15. ábra) .

A sürüséggörbe alatti terület egységnyi, mint azt már az előzőkben említettük 

(55):

du 1 (81)

A ( 81) -es bizonyítása:

du du = ?

Ki kell számítanunk tehát az

a 2u _
' 2

e du integrált, könnyebbség kedvéért az

integrál négyzetét kettős integrál alakjában Írjuk fel:
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u, v helyett r, t változókat vezetjük be:

u - r cos t 

v = r sin t

ahol " r" a ( 0 — r <• , és

"t" az(0 —t—2 T ) intervallumban változik.

d u d v szinbolumot a Jacobi determináns alkalmazásával kapjuk:

du dv

au Ö u

dr dt =

cos t - r sin t
3 r ©t

8v 0 v sin t r cos t
C> r 0 t

dr dt =

dr dt = r dr dt2 2= ( r cos t + r sin t)

( u) sürüséggörbe alatti terület ( - < u) intervallumban véve, az

N( 0;l) eloszlású valószinüségi változó eloszlásf üggyé ny ét jelenti,amely meg­
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felel a P ( £ < u) valószínűségnek, jele £ ( u) ,

u
a

x 2 u
2’

e (82)

Az (52) relációnak megfelelően a £ ( u) alul felül korlátos:

(83)

A pozitív "u" értékhez tartozó £ ( u) függvényértékeket táblázatba foglak

ták. A £ ( -u) kifejezhető az 1- £ ( u) ellentétes valószínűséggel ( 16. sz.ábra):

16, sz. ábra, 

aJ(-u) terület egyenlő az 1- £ ( u) területtel

P [ £ < ( -u) J = f ( -u) = 1 - P(< u) = 1- f ( u) (84)

A P -u ~ ** uj valószínűséget a P ( < u) és P ( < -u) különb —

ségeként Írhatjuk fel:

P [ —u < £ < uj = P (£ < u) - P (£ < -u) = £ ( u) - í ( -u)

P £-u £ < u J = £ ( u) - Q 1- £ ( u) ] = 2 £ ( u) - 1 (85)

Néhány fontos P ( u) értéket a XI. sz. táblázatban közlünk:
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XI. táblázat.

u f (u) £ ( — u) = 1- § ( u)

0 0,5 -

+. 1 0,84 0,16

i. 2 0,977 0,023

+_ 3 0,9986 0,0014

A XI-es táblázat alapján az N( 0;l) eloszlású L, valószinüségváltozó <£ ( u) el­

oszlásfüggvényét megrajzolhatjuk ( 17. sz. ábra) .

17. sz. ábra.

Az N( 0;l) eloszlású változó eloszlásfüggvényének 
görbéje

Ha a £ ( u) értékeket egy tengelyre felhordjuk, úgynevezett valószínűségi 

skálát kapunk. Ha viszont egy derékszögű koordinátarendszer vízszintes tenge­

lyére egyenletes beosztású skálát, a függőleges tengelyre pedig valószínűségi 
skálát mérünk, valószínűségi hálót nyerünk. A 5 ( u) eloszlásfüggvény görbéje a 

valószínűségi hálóban egyenes lesz ( 18. sz. ábra) .
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A £ ( u) görbéje a valószinüségi hálóban 
egyenes

Miután az N( 0;l) eloszlást megismertük, módunkban van az N( m; & ) eloszlás 

sűrűségfüggvényét ( u)-val és eloszlás függvényét ( u)-val kifejezni, ezek­

hez ugyanis táblázatok állnak rendelkezésünkre:

x = m + u<o

e

(86)

( m + u <o - m) 2

2 6" 2

x = m + u 6 —» dx = <5 du ; m = o, 6=1:

m + u^

(=r du =
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u.
=( u) du = f ( u) (87)

— OÖ

A XIII. táblázatban bemutatunk néhány fontos f( x) és F( x) értéket, amelyek a- 

lapján az N/ m; 5 ) eloszlású valószinüségi változó sürüséggörbéje ( 19. sz. 

ábra) és eloszlásgörbéje megrajzolható.

Xllb táblázat.

N/ o; 1/ eloszlás N/ m; <5 / eloszlás

u (u) I ( u) x = m + u6 f( x) - ~ f ( u) F( x) « f ( u)

0 O94 0,5 m ff A3) 0,5

1 S/ 8,0,4 0,84 m + 6" <T( D 0,84

2 1/ 8.0,4 0,977 m + 20 0,977

3 1/ 80.0,4 0,999 m + 3 6 ff~ h3) 0,999

Az N/ m ; & / eloszlás sürüséggörbéjének szerkesztése
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Az N/ m ; Ö / eloszlású C, valószínűségi változó várható értéke, modusza és 

mediánja egybeesik. Ezt az eloszlást, az "m" és (o paramétere egyértelműen 

meghatározza. Az f( x) sűrűséggörbe az ymax~ra nézve szimetrikus. Az Ymax 
helyét az "m" kijelöli, nagysága a 6”-tói függ. A 6^ meghatározza "x"-nek a- 

zon értékeit is, amelyek az x = m + u d összefüggés alapján "u" egész szá­

mú értékeihez tartoznak.

2,54 A normálisból származtatott eloszlások

A következőkben három normális eloszlású valószinüségi változókból kép- 

$tt folytonos valószinüségi változó eloszlástipusát mutatjuk be. Ezen eloszlás- 

tipusoknak a gyakorlati számításokban kiemelkedő szerep jut.

aj A "X " ( khi-négyzet) eloszlás

Az N/ O ; 1/ eloszlású = u^, ... , u^ valószinüségi változó négy­

zetösszegének

mint valószinüségi változónak a valószinüségeloszlását " n" szabadságfokú "X ' 
2

( khi-négyzet) eloszlásúnak nevezzük. A "X " eloszlás sűrűségfüggvénye az 

"n"-től függően más és más, növekvő "n" érték esetén közeledik a normális 

eloszlás sűrűségfüggvényéhez, amelybe n -*• mellett át is megy.

20. sz. ábra.
2Az " n" szabadságfokú X eloszlás sűrűségfüggvénye
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b/ A "t" ( Student) eloszlás

Az N/ O ; 1/ eloszlású = u^, u^, . . . és tőle független N/ O ; fn/ 

eloszlású = X2’ * x2 ’ • ’ ' xn valószinüségi változókból képett

„ _ _____&_______

valószinüségi változó valószinüségeloszlását " n" szabadságfokú "t" eloszlás­

nak mondjuk. Sűrűségfüggvénye az " n" növekedésével közeledik az N/ O ; 1/ 

eloszlásához, amelybe n -*• mellett át is megy.

21, sz. ábra.

A " t" eloszlás sűrűségfüggvénye n -*• ="=> mellett átmegy az N/ O 
sűrűségfüggvényébe

1/ eloszlás

cl Az " F" eloszlás

A normális eloszlású és egymástól független xl> x2’ x és n

° yr y2> • y valószinüségi változókból képzett

2 2
x 1 + x 2 +

F = n 2 2
y i+ y 2+

2x n
2 

y J m

valószinüségi változó valószinüségeloszlását m, n szabadságfokú "F" eloszlás­

nak nevezték el.
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22, sz. ábra.

Az " P" eloszlás sürüséggörbéje

r
2

Az " F" eloszlás n -*■ mellett a "X " eloszláshoz, m = 1 mellett viszont a 

"t" eloszláshoz tart.

3, A megfigyelések kiértékelése

A minta jellemzőinek ismeretében most már becsülhetjük az alapsokaság 

(más szóval valószinüségi változó) paramétereit, eloszlását és a megfigyelés 

hibáját. Módunkban van ellenőrizni a minta és az alapsokaság, vagy két minta 

megfelelő jellemzői közötti eltérés, vagy eloszlásuk közötti eltérés mértékét stb.

3.11 A valószinüségi változó legfontosabb jellemzőinek becslése

a/ A várható érték becslése

A valószinüségi változóból elég nagy " n" elemszámmal mintát veszünk. 

(Az " n" nagyságának meghatározásáról később lesz szó.) A valószinüségi 

változó M( £ ) várható értékét a minta x számtani közepével becsüljük, ami 

az ( 57) -es reláció alapján belátható. Bár k nem esik egybe az M( ) -val, 

hanem körülötte ingadozik, de az eltérés nem szisztematikus, hanem véletlen­

szerű. Az ilyen beclést torzitatlan becslésnek nevezzük. A ( 17) -es képlet a- 

lapján:
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M ( £, ) ~ x = x^ + d (88)

b/ A szórás becslése

A valószinüségi változó D( p ) szórását a belőle vett minta " s" szórá­

sával becsüljük, amit a ( 64) - es reláció is indokol. A minta szórását eddig a 

( 20) - as

s =
I n

képlettel számítottuk, de ezen képlet és D( £ ) között szisztematikus eltérés mu­

tatkozik. Ennek szemléltetésére válasszuk azt a szélső esetet, amikor egy ele­

mű mintából számitjuk a szórást a ( 8) - as képlettel:

x. = x„, x = x.,, n = 1 ;il 1

Márpedig a D( L ) 0 tehát az alkalmazott képlettel végzett becélés torzított .

Elemezzük ezt a képletet, amelynek legegyszerűbb alakja a ( 8)-as képlet:

ebből a szórásnégyzet:

2r (x - x)2 *
i----------i------------- _ i r

n n .
-x 2 i - x)

az ( x. - x) -hez adjunk M( E, ) - M( ) -t és

az M(^)-t jelöljük röviden M-el:

s2 = — ( x. - x + M - M) 2 = — 21 I ( x. r- M)
n ' i z n | ' i '

2
- (x - M)

= nZ [ (xi - M)2 - 2 (x. - M)(x - M)2J =

2 s
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1 -2 — p= ± Z (x. - M) - 2( x - M) (x - M) + ( x - M) , tehát

s2 = “ X ( x. - M) 2 - ( x - M) 2

Vegyük mindkét oldal várható értékét

M( s2) = M [ X ( x - M) 2 J - M( x - M) 2

de M( s2) = D2( x) , M [2 I ( x. - M) 2 j = D2( ) és

- 2 2 -M( x - M) = D ( x) tehát:

D2( x) = D2( ) - D2( x) ( 89)

2 2 2 —( 89) -ben látható, hogy D(x) / D (, az eltérés D ( x) ,

2, ,A D ( x) a számtani közép szorasnegyzete, ezt más alakban kell felirnunk.

(69)-es reláció szerint:
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helyett x-et és legyen €5 = D( £ ) , akkor:

2Z-X p2(£ ) 
D ( x) = ----- 1----- '' ' nD(x) Pí.l.) vagy (90)

A ( 90) -et a ( 89) - be behelyettesítve:

Az s* = | képlettel számított szórás már mentes a szisztematikus elté­

réstől, torzítástól és igy ezen képlettel számított szórás alkalmas a valószinü­

ségi változó szórásának becslésére. Az irodalom megkülönböztetés végett s*- 

al jelöli. Mi a továbbiakban csak ezt használjuk, megkülönböztetnünk ezért nem 

szükséges.

D(^ ) s ( 91)

A (91)-es képletben a ( 206)-ostól eltérően az SQ-t nem az elemek számával, 

hanem a szabadon megválasztható elemek számával osztjuk. AzSQ=£(x.-x) , 

tehát az SQ-ban x már számított érték, ha ezt az elemek helyébe tesszük, a 
n~ 1 

mintának csak n-1 elemét választhatjuk meg szabadon, az utolsó: x^=nx-x. 

már meghatározott. A szabadon megválasztható elemek számát a német Freiheits- 

grad szó fordításaként szabadságfoknak nevezzük és FG-vel jelöljük. Itt

FG = n- 1

Általában a szabadságfokot megkapjuk, ha a képletben szereplő becsült para­

méterek számát az elemek számából kivonjuk.

c/ A számtani közép szórásának becslése

Ha a valószinüségi változóból " n" mintát vesszük, azok számtani kö­

zepei eltérnek az M( £ ) változó értékétől, azaz van szórásuk. A számtani kő-
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szórását már felirtuk, ( 90) - es reláció;

D(x) = itt a D( E, ) -et általában nem ismerjük, hanem

" s"-el becsüljük. A D( x) — becslési röviden s -el jelöljük: 
n

D(x) s- = (92)

Az s- a számtani közép tapasztalati szórása, alkalmas arra, hogy a becslés 

hibájának tekihtsük. Gyakran középhibának vagy standard hibának is nevezik.

3.12 A normális eloszlás paramétereinek, sűrűség és eloszlás függvényének

becslése

Az N/ m; 6 ) eloszlású valószinüségi változó paramétereit, sűrűség és el­

oszlás függvényét egy elég nagy elemszámú mintából számított megfelelő jellem­

zővel becsüljük.

a/ A várható érték becslése a ( 88) alapján:

k
£ x’. f.

m x = x^ + d —-  —-— ( 93)_____________D____________ n______  ' '

b/ A szórás becslése a ( 91) értelmében:

“ í x’2 f. - - ( E x’. f.) 2

= i = d j ~-------- n -^l ------ --------  ( 94)

c/ A számtani közép hibájának becslése a ( 92) alapján:

gá s-x X (95)

d/ A sűrűségfüggvény becslése ( 54) szerint:
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f( x.) ( 96)

Ebből és (86)-bál összefüggést írhatunk fel a relatív gyakoriság, és a sű­

rűségfüggvény között;

g d f ( x ) = -J ( u ) ( 97)

Valamint a gyakoriság és a gyakoriság-sürüségfüggvény között:

f.
g. = —— ^d f( x.) és ebből f.~t kifejezve:

f. dn f( x.) = -^7- ( u.) ( 98)

e/ Az eloszlás függvény becslése (51) és (87) képleteknek megfelelő­

en történik:

■u 
f( x.) = I (u.) & r g. (99)

A táblázatban a ( 97)-ben szereplő ~ ‘f ( u.) mennyiséget várható relatív gya­

koriságnak, 

korisá,gnak

a (98) képletben lévő —1 ^(u.) mennyiséget pedig várható gyako-
S I 1 '

fogjuk nevezni.

Példa a normális eloszlás jellemzőinek becslésére.

3. Becsüljük a 2. példában szereplő mintából a valószinüségi változó jel­

lemzőit és szerkesszük meg a sűrűségfüggvényét. A következő adatok ismer­

tek: x = 33,7; n = 109; SQ = 3931,81

a/ m ~ x = 33,7 cm

b/ <0 s = | -I2- = j 36,406 = 6,03 cm

s—
X

= 0,58 cm
| n | 109 ---------------

d/ A várható gyakoriság és várható relatív gyakoriság becslését a XIII. 

táblázatban végezzük el.
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XIII. táblázat.

i X.
1

f.i gi
X - X

u. - - - - - - -
1 s ■f w -í V < <9- ( u,)

1 20 1 0,009 - 2,27 0,030 0,015 1,6

2 23 5 0,046 - 1,77 0,083 0,041 4,5

3 26 12 0,110 - 1,28 0,176 0,088 9,5

4 29 17 0,153 - 0,78 0,294 0,146 15,9

5 32 19 0,174 - 0,28 0,384 0,191 20,8

6 35 19 0,174 0,22 0,389 0,194 21,1

7 38 18 0,165 0,31 0,380 0,189 20,6

8 41 9 0,083 1,21 0,192 0,096 10,4

9 44 7 0,064 1,71 0,092 0,046 5,0

10 47 1 0,009 2,21 0,035 0,017 1,9

11 50 1 0,009 2,70 0,010 0,005 0,5

109 0,999

= 0,4975 ; —“ = 109.0,4975 = 54,23

A ( u. ) értékeket a N( 0;l) eloszlás sűrűségfüggvényének táblázatából
* ■ ndirtuk ki. Összehasonlítva az f. oszlopot az —- <~p ( u.) , illetve a g. oszlopot a 

oszloppal, azt látjuk, hogy a tapasztalati és a várható értékek között 

nincs nagy eltérés. Ha az elemszámot növeljük az eltérés fokozatosan csökken, 

A sűrűségfüggvények a két utolsó oszlop alapján megszerkeszthetők. Ha 

közelitö szerkesztéssel is megelégszünk, akkor a XII. táblázat és a 19. ábra 

mintájára járunk el. Lássuk például a gyakoriság-sürüséggörbét:

y = 0,4 = 54,23.0,4 = 21,7J max s ( lásd. 23. ábra) .

3.13 A binomiális eloszlás paramétereinek becslése

A^ N/ m; ö" / eloszláshoz hasonlóan a valószinüségi változóból nagymin­

tát veszünk. Az "n" meghatározott, ugyanis ha a valószinüségi változó " k" 
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diszkrét értéket vesz fel, akkor n = k - 1, A "p" paramétert a ( 73)-as alap­

ján becsüljük:

= ( 100)
n n x '

Az egyes P( x^) valószínűségeket a g. relativ gyakoriságokkal becsüljük;

p( X.) g. ( 101)

Példa a binomiális eloszlás jellemzőinek becslésére:

4. Egy madárfaj 100 olyan fészekalját figyeltük meg, amelyben 8 tojás 

volt. Hogy a fészekaljanként! 8 tojásból x. = 0, 1, 2, ... 8 db hány esetben 

maradt meg, azt a XIV. táblázat f oszlopa mutatja. Becsüljük a sorozat alap­

ján az eloszlás paramétereit és az egyes valószinüségeket. 

Összehasonlításképpen a binomiális eloszlás táblázatból kiirtuk a P( x.) való­

szinüségeket, és kiszámítottuk az NP( x.) várható gyakoriságokat is.
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XIV. táblázat.

i X.
1

f.
1

X*.
i

x’, f.
i i

,2 x.
1

x’2 f.
i i gi P( XP NP( x.)

1 0 1 -4 - 4 16 16 0,01 0,0032 0,32

2 1 4 -3 -12 9 36 0,04 0,0268 2,68

3 2 9 -2 -18 4 36 0,09 0,0977 9,77

4 3 20 -1 -20 1 20 0,20 0,2047 20,47

5 4 25 0 0 0 0 0,25 0,2702 27,02

6 5 22 1 22 1 22 0,22 0,2302 23,02

7 6 14 2 28 4 56 0,14 0,1237 12,37

8 7 4 3 12 9 36 0,04 0,0383 3,83

9 8 1 4 4 16 16 0,01 0,0053 0,53

N= 100 66 234 1,00 1,0001

-54
12

A várható érték becslése:

X x’j
M(^ )~ x = XD + d “n1— 12

100 4,124 +

A " p" paraméter becslése ( ÍOO) alap ján:

P
x
n

4,12
8 = 0,515

A D( ) szórás becslése:

a/ Történhet a (74)-es képlet szerint, ha tudjuk, hogy az eloszlás bino­

miális:

D(^ ) * [ n p q 8 . 0,515 ( 1-0,515) = ( 1,998 = 1,414

b/ Ha az eloszlás csak közel bihomiális, a (91)-es reláció szerint

D( £ ) s =

9 1 2 2
x’ f. - -77 (Z. x’. f.) 234 - 0,01 . 12ii N x i r _ _________ ’__________

N - 1 ' 99
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= 1,533 1,53

3,2 A statisztikai biztonság és a tévedési valószínűség

Nevezzük azt a " B" valószínűséget, amellyel a c, folytonos valószinüségi 

változó értéke ( a — £ b) intervallumba esik statisztikai biztonságnak, feltéve

hogy a P ( & a) és P( t > b) valószínűségek egyenlők:

P( £ b) = B; P(É> < a) = P ( É, b) ( 102)

A "B" ellentétes valószínűségét, amellyel a a jelzett intervallumon kívül e~

X < * X Xsík tevedesi valószínűségnek fogjuk nevezni es P -al jelöljük, A "B" és P 
közötti összefüggés a ( 40) - es reláció alapján, mivel a P* -ot szokták megad­

ni
-*B = 1 - P ( 103)

X X X XA P valószínűség jelentese tehat:

P( a ■> <| > b) = P* ( 104)

Például: Mekkora 1-P* biztonsággal esik az N( 0;l) eloszlású "u" valószínű­
ségi változó a ( — u * — u — u^e) intervallumba, (ahol u *a P*” tévedési va —

Ír Jr ir

lószinüségtől függő kritikus érték, amelyet a XV. táblázat utolsó sorából olvas­

hatunk ki) ?

A (85)-ös összefüggés alapján leírható, hogy: P(-Up+-u < Up+)= 2<5( u)-1

Tehát mivel: P(-Up*£ u —Up*.) « P(-Up^r-u < Up>) , a keresett valószínűség:

P( -up<£ ufup*) (u)-l ( 105)

A ( 105) -ös összefüggéssel felirt valószínűségnek a 16. ábrán egysze — 

résén bevonalkázott terület felel meg.

A PA t'évedési valószínűséget és a B = 1-PT biztonságot többnyire szá­

zalékos alakban használjuk igy ezek eleget tesznek a
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O % - 100 P+ % - 100%, illetőleg a

0 % - 100 B% 100% feltételnek.

Ebben az esetben a két valószínűség közötti összefüggés:

100 B % = 100 % - 100 P* % 

alakban irható fel.

Példák a statisztikai biztonság és a tvéedési valószínűség értelmezésére.

5. Mekkora biztonsággal esik az N( 0; 1) eloszlású "u" valószinüségi 
változó a - Up*— u — Up* intervallumba, és mekkora P-*” valószínűséggel azon 

kívül:

a/ ha u^-t = 1, illetve b/ ha ix = 3?

a/ Upfr = 1 ... P( -IS uS 1) = ?

A ( 105) -ös reláció alapján:

B = P( - IS u ± 1) = 2 £ ( 1) -1

de a XI. táblázatból kiolvasható, hogy ( 1) = 0,84, tehát a keresett biztonság

B = P( -1 S u S 1) = 2 . 0,84 - 1 = 0,68 

ugyanez százalékosan felírva;

100 B %■ = 68 % azaz 68 %-os biztonsággal esik az " u" értéke a 

(-1^ u S 1) intervallumba. A következő kérdés P = ?

P* = 1 - B = 1 - 0,68 = 0,32

Százalékosan felírva:

100 P* % = 32 % azaz 32 %-os valószínűséggel esik az " u" értéke a 

(-1S: u — 1) intervallumon kívül. Vagyis a tévedés valószínűsége 32 %.

b/ up* = 3 ... _B__= P(-3^uS3) =
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= 2 f ( 3) -1= 2 . 0,9986 - 1 = 0,997

ugyanez °/í-osan: 100 B% = 99,7 %■

P * = 1 - B = 1 - 0,997 = 0,003

vagy %- osan: 100 P *~ % = 0,3 %

A gyakorlatban általában a feladat éppen fordítva jelentkezik. Előírják a 

tévedési valószínűséget, például 1% 5%, 10% stb, és ehhez keressük ki a meg- 
, , 2 , ,felelő táblázatból az Upl , tp* , Fp+ , X p kritikus értékét, amely kijelöli azt 

az intervallumot amelybe a vizsgált valószinüségi változónak 1 - P*” bizton — 

sággal kell beleesni. A rövidség kedvéért a következőkben a 100 P % he- 

lyett egyszerűen P %- ot írunk.

6. P’*' %■ = 5%, határozzuk meg a (-Up< —u — iip<) intervallum kritikus 

u„ * = u^ értékét.P 0,05

A XV. táblázat utolsó sorában a P* = 0,05 tévedési valószínűségnek meg­

felelő oszlopban 1,96-ot találunk, tehát u^ __ = 1,96.0,05_____ _

A kérdés intervallum: -1,96^ u — 1,96.

A biztonság és tévedési valószínűség szemléltetése a 6. példa adatainak meg­
felelően.
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3.3 A minta megbízhatósága

Ha egy c, valószinüségi változóból végtelen sok mintát veszünk, azok szám­

tani közepeinek halmaza mint valószinüségi változó normális eloszlást követ,még 

akkor is, ha a E, eloszlása bizonyos mértékig eltér a normálistól. A számtani 

közepek mindegyikéből az " m" várható értéket levonva az (x - m) eltérések 

halmaza is normális eloszlású lesz. A minta megbízhatósága - az (x - m) el­

térések halmazának szórásától függ.
a/ Ha a szórása a & ismert, akkor az x változó szórása éppen a

ö- = , A megbízhatóság elemzésére felhasználjuk a ( 105)-ös össze—

függést, ez azonban csak úgy lehetséges, ha az ( x - m) változót Ö - -elvá­

ló osztás utján N( 0; 1) eloszlásúvá alakítjuk: x - m
~ U*

x

A mintát P tévedési szinten megbízhatónak ítéljük, ha az "u" értéke 1-P 

biztonsággal esik a ( - Upf u 5 Upf ) intervallumba;

t->/ c x - m , >.P ( s" - up * '
x

= 1 - P* ( 106)

A" ,Vagy másképpen P valószínűséggel azonkívül:

P(-u.p*> 2V^2>UP*) = P* <107)
______ , ________X._______________

A ( 106) -os relációból levezethetünk egy mennyiséget, amellyel magát a 

megbízhatóságot mérjük. E célból a ( 106) - os képletben az ( x - m) abszolút 

értékét vesszük, igy az intervallum alsó határát elhagyhatjuk, majd az egyeriőt- 

lenség mindkét oldalát beszorozzuk 6"- -el:

P (■-■J-"- i uV) . 1 - P*
& X P

P ( I x - m I £ up4f 0 -) = 1 - P* ( 108)

A ( 108) -as képletben szereplő u_#-& _ mennyiséget- amelynél az | x - m | 
_ ____________ ___________________________X_____ X________________________________ _________________ 

eltérés 1 - P* valószínűséggel kisebb kell hogy legyen - hibahatárnak ne —
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vezzük és A p* -vei jelöljük:

A P* “ uP*^x " UP* fH ( 109)

_ -ír
A Ap* az x közepérték P tévedesi szinten vett hibahatára, amely meg 

kifejezőbbé válik, ha a számtani közép százalékaként adjuk meg:

100 A * up*(5
A p *- % = = íoo

x x ] n
( 11°)

Rövidség kedvéért A * - hibának a At-,^ %-ot százalékos hibának fogjuk ne- Ív n
ve zni.

A ( 106)-os reláció alapján felírhatunk egy olyan intervallumot, amelybe 

az " m" várható érték 1 - P valószinüséggel esik. E célból a ( 106)-os e- 

gyenlet baloldalán lévő egyenlőtlenséget végigszorozzuk a - 6*- -el, majd 

minden tagjához x-et hozzáadunk:

A jelzett

UP*<3<x~^ m-x) ~ UP* ^xl = P I" " AP*"' ( m-x)^

= P ( x - A p*) — m £ ( x + A p*) = 1 - P^

( x " ^p* ) - m~ ( x + A p>)

intervallumot megbízhatósági vagy konfidencia intervallumnak nevezzük.

A konfidencia határok:

x + Ap* = x +_ up*-6" -

M-

( 111)

( 112)
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ség mellett;

mé x + A p*

alapjan P tévedési valószínű­

( 113)

intervallummal Írhatjuk fel.

b/ Ha a t, szórását 0“ t nem ismerjük, hanem becslésre egy minta " s" 

szórását kell számítanunk, tekintetbe kell vennünk, hogy sok mintát feltételez­

ve, "s" eltér O’- tói. Az eltérés annál nagyobb lesz, minél kisebbre választjuk 
a minták elemszámát. Tehát amikor az (x -m) változót most "s"- -el azaz-^-- ' ' x —

1 n 
el osztjuk, akkor nem konstans értékkel, hanem az " n" elemszámtól függő váb 

. ... ~ . x - m (x-m) ntozo ertekkel osztjuk es így az ------------- - *----------------------valtozo az "n -re er-
x *

zékeny " Student" eloszlást követi (lásd a Student eloszlás definícióját) :

—------ — = t, Ennek a változónak 1 - P valószínűséggel a ( -tp*- ~~---- — — tp*)
Sx x

intervallumba kell esni, és Így a hibahatárra - a már ismert módon - a

A *P t-n* S~P X

képletet vezethetjük le. Ebben az esetben a százalékos hiba;

100 A * t *
A * % =------------  °/c = 100 -- %

P ,x x \R
( 115)

A (114)~es és (115)-ős képletben szereplő tp-* kritikus értéket a XV,— 

ős táblázatból keressük ki a P+ -nak megfelelő oszlop illetőleg az Fg = n - 1 

szabadságfoknak megfelelő sorból.
A ( 115) - ben —• ' ,s- % = helyettesítést elvégezve megkapjuk a szá — 

x 
zalékos hibát, a variációs koefficienssel kifejezve:

( 116)
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XV. táblázat.

A " t" próba kritikus értékei. FG = sorában az " u" próba kritikus értékei

p*
0,50 0,40 0,30 0,20 0,10 0,05 0,01 0,001

2 0,82 1,06 1,4 1,9 2,9 4,3 9,9 31,6

3 0,76 0,98 1,3 1,6 2,4 3,2 5,8 12,9

5 0,72 0,92 1,2 1,5 2,0 2,6 4,0 6,9

7 0,71 0,90 1,1 1,4 1,9 2,4 3,5 5,4

10 0,70 0,88 1,09 1,37 1,81 2,23 3,17 4,59

V 15 0,69 0,87 1,07 1,34 1,75 2,13 2,95 4,07

20 0,69 0,86 1,06 1,33 1,73 2,09 2,85 3,85

30 0,68 0,85 1,06 1,31 1,70 2,04 2,75 3,65

40 0,68 0,85 1,05 1,30 1,68 2,02 2,70 3,55

60 0,68 0,85 1,05 1,30 1,67 2,00 2,66 3,46

120 0,68 0,85 1,04 1,29 1,66 1,98 2,62 3,37

Up* oo 0,67 0,84 1,04 1,28 1,65 1,96 2,58 3,29

A megbízhatósági határok: x + Ap-jf- ; x - A p -)f-

A várható értéket a P^tévedési valószinüség mellett becsülve:

/

m«x + Ap* = x +_ tp* s- = x +_ tp^f- s ( 117)
____________ ___ _____________________________________________________________ __________________ V n

A minta megbízhatóságának mérésére általában P %-os tevedesi szín — 

ten a A hibát, illetve a ^p* % százalékos hibát használjuk. Erre vonatko­

zólag szakterületenként, és a mintavétel céljától függően is változik az előírás, 

illetőleg szokás ( ahol előírás még nincs) . Az erdészeti és faipari gyakorlatban 

általában 5 %-os tévedési szinten 5 %-os hibát szoktak megengedni. Meg kell 

említenem azohban, hogy a körülményektől sok függ, és olyekor ennél lénye — 

gesen szigorúbb megkötésekre van szükség, máskor viszont kénytelenek va­

gyunk ennél nagyobb hibával dolgozni.
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Megjegyzem, hogy amikor a

A* - hibahatár helyett az s- = -----P P d X dI n j n

standard hibát használják, pl. a várható értéket m ~ x +_ s- alakban adják meg 

akkor a tp* = 1, amelyhez közelítőleg

P % 30 %- -32 százalékos tévedési valószínűség

tartozik az FG szabadságfoktól függően. Ami azt jelenti, hogy az alapsokaság­

ból végtelensok egyforma elemszámú mintát véve az x - m eltérés átlagosan 

100 eserből csak 68-70-szer lenne kisebb a hibahatárnál és 30-32 esetben 

pedig nagyobb lenne ennél.

Példa:

7. Számítsuk ki az 1, példában szereplő minta hibáját és százalékos hi­

báját, a megbízhatósági határokat, 1 %-os és 5 %-os tévedési szinten.

A minta adatai: n = 20; x = 16,5; s = + 2,6 m; s- = + 0,6 m. — x —

Majd hasonlítsuk össze a két szinthez tartozó értékeket.

A 4 * -t a ( 114) -es alapján számítjuk:

P^ = 0 01 ... A n „„ = t_, s- : s- = 0 6 m ; A XV. sz. táblázat- 
0,01 0,01 x xJA x x x x

bán a P = 0,01 valoszinüsegnek megfelelő oszlopban es a 20 szabadság — 

foknak megfelelő sorban 2,85-öt, a 15-nek 2,95-öt találunk.

n - 1 =19-re interpolálva:

l0,01 & 2,87

A Q Q1 = 2,87 . 0,6 = 1,722 1,7 m

P*" = 0,05 ... A = t . s- ; s- = 0,6 m; 
0,05 0,05 x ’ x

A Q Q5 = . 0,6 = 1,26 sa 1,3 m

A százalékos hibát a ( 115) -ös alapján számítjuk
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P* . 0,01 ... a0.01
100 ^0,01

^0,01 “ 1,7 ’ 16,5 m ;

A 0,01
100 . 1,7

16,5
170
16,5 10,3 %

ioo a
P - 0,05 ... 4 % - -------- ;

X

A 0 05 = 1,3 m ’ X “ 16,5 m ’

21 0,05
100 , 1,3

16,5
130

16,5 7,9 %

A megbízhatósági határokat a ( 117) -es alapján számítjuk:

% =

P* = 0,01 ... x ±_ J0)01 ; x = 16,5 m ; = 17;

x + A o = 16,5 + 1,7 = 18,2 m 

x - 4 0 01 = 16,5 “ 1,7 = 14’8 m

P* . 0,05 ... í i. J0i05 ; i . 16,5 ; 4 . 1,3

x + = 16,5 + 1,3 = 17.8 m0,05 ------------ —

x - A „ = 16,5 - 1,3 = 15,2 m0,05 —J--------

3.31 A minta elemszámának megtervezése

Eddigi ismereteink lehetővé teszik, hogy megtervezzük a minta " n" elem­

számát, amely elégséges ahhoz, hogy a A vagy a A % hiba csak P*

valószínűséggel legyen nagyobb egy adott értéknél. Vagyis amely mellett a min­

ta a Kívánt pontosságot nyújtja. Kiindulunk a ( 114)-es képletből:
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ebből az egyenletből kifejezzük "n"-et:

( 118)

A A p adott; "s" értékét, ha van idevonatkozó mintánk, onnan vesszük, 

és ilyenkor a tp^ -hez tartozó FG szabadságfok adott. Ha régebbi megfigye­

lés nem áll rendelkezésre, tájékoztató jellegű kismintából számítjuk "s" értékét 

a ( 138)-as képlettel, a tp> -hez tartozó RG szabadságfok itt is adott. Gya­

koribb az az eset, amikor a hibahatárt százalékosan adják meg. Ebben az e- 

setben a ( llő)-ös képletből fejezzük ki "n"-et;

v*-

(1®)

A Ap* % adott. Az s%—ot vagy előző felvételekből vesszük, vagy tájé­

koztató jellegű kismintából, mikoris mindkét esetben ismert a tp^hez tartozó FG 

szabadság fok. Ha egyik ut sem járható, hasonló jellegű megfigyelésekből vesz- 

szük az s%-ot, és ilyenkor biztonság kedvéért a 10-es szabadságfoknak meg­

felelő tp*- értéket helyettesítjük a képletbe.

Példa:

8. Egy nagykiterjedésü egykorú tölgyesben hány fa magasságát kell meg­

mérnünk, hogy a 4 p* hibahatár 95 %-os valószínűséggel 5 % alatt maradjon. 

Egy előzetes megfigyelésnél n = 20 elemű mintában s% = 16 % volt.

S% = 16%; AQ05 % = 5 %; FG = n - 1 = 19 ; tn n_ 2,1 0,05

tp+ s %

4 p* %
n =

2,1 . 16
----- 7------- = ( 6,7) 45 db

Természetesen célszerű a kapott számot biztonság kedvéért felfelé kere­

kíteni, hiszen lehetnek a felvételben szélsőséges elemek stb.
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3,4 Statisztikai próbák

A tervezési, ellenőrzési és kutatási gyakorlat során gyakran kell eldön­

tenünk, hogy a vizsgált folyamatokkal kapcsolatos jellemzők közötti eltérések 

egy bizonyos P tevedesi valoszinüseg mellett veletlenszerüek-e vagy lénye — 
, , 2.gesek, E célból lehetőséghez képest " u" " t" , "F" vagy "X " eloszlású való­

szinüségi változót konstruálunk, és megvizsgáljuk, hogy a mi esetünkben ennek 
értéke mekkora ( 1-P* ) valószinüséggel esik a kritikus intervallumba illetőleg 

mekkora P * valószinüséggel esik azon kivül, és igy az eltérés véletlenszerű 

ezen a szinten, vagy lényeges.

A fenti elven alapuló ellenőrző módszereket statisztikai próbáknak nevez­

zük.

3.41 " u" és 111" próba

Amig az "u" változó kiszámitott abszolút értéke kisebb P* tévedési va­

lószínűséghez tartozó kritikus értéknél: 

addig a P ( |u|£ Up# ) = 1 - P* összefüggés alapján megállapíthatjuk,hogy 

az "u" változó számlálójában lévő eltérés P %-os tévedési szinten véletlen­

szerű, csupán a változékonyság eredménye.

Mihelyt azonban

a P ( ] u | > u *) = P* összefüggés alapján leszögezhetjük, hogy az eltérés 
XP tévedési szinten lényeges, szignifikáns. Ezt a módszert "u" próbának ne­

vezték el.

Ha a <5 nem ismert, hanem helyette a minta szórását alkalmazzuk a vál­

tozó megkonstruálásánál, a változó gyakran "t" eloszlású lesz. 

Például:

stb.

Ilyenkor a számlálóban lévő eltérés ellenőrzésekor az "u" próbához hasonló 

módon járunk el. Ha
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I t | ± tp+

■¥" -t"

a P ( | t I > tp*) = 1 - P összefüggés alapján az eltérést P tévedési szin­

ten véletlenszerűnek mondjuk. Ha

I t I " tp*

a P( I t I > tp'*') = P összefüggés alapján az eltérést P tévedési szinten lé­

nyegesnek ítéljük. Ez a módszer a *'1" próba.

3,411 Szélsőséges elem kizárása, normális eloszlású sokaságból, "u" illetőleg 

" t" próbával

Ha " m" és & ismert, azt hogy egy "x" elem szélsőséges, az (x - m)el- 

térés ellenőrzése utján dönthetjük el. És mivel a sokaság normális eloszlású , 

az elemekből " m" levonása révén képzett (x - m) is szórású normális el­

oszlású valószinüségi változó, amelyet N( 0; 1) eloszlásúvá alakítunk:

- m
&

xu

ennek értéke P* valószínűséggel fog a ( -up,*— u ü u -fr) intervallumon kívül i/ Xr
esni. Vagyis az eltérés abszolút értékét véve:

p (lx.^ P11 >Up) = P*

Ez az egyenlet szavakba foglalva azt jelenti, hogy ha az alapsokaságból 

végtelen sok mintát vennénk, átlagosan 100 esetben 100 P -szór lenne a szá­

mított " u" nagyobb a kritikus Up* értéknél. Tehát ha a mi sokaságunk adatai 

alapján számítjuk az u = --<y— értéket és kiírjuk a XV, sz. táblázat FG = 00 

sorabol a nála közvetlenül nagyobb u^*-kritikus érteket, amelyhez P valószí­

nűség tartozik, mivel az

I x - m | 
—

x x XXX Xaz " x" elemet a tévedésnek P - nál kisebb valószínűségével tekinthetnénk 

szélsőségesnek és zárhatnánk ki a mintából.

Ha " m" és & nem ismert, hanem csak x és " s", akkor N( 0; 1) eloszlá­

sú helyett "t" eloszlású valószinüségi változónk lesz:
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Annak a valószinüsége, hogy I t I > tp*

p (12£^2>lp*) - p*

, I X — X I , . , ,
A kiszámított t = ------- —----- nel közvetlen nagyobb tp> értékét a XV. sz.táb­

lázat FG = n - 1 sorából kiírva, az oszlop legfelső sorából kiolvashatjuk a
x x xxx.tévedés P valoszinüseget, es mivel 

s P

csak akkor zárjuk ki az "x" elemet a mintából, ha P < 0,01. Vagyis ha ezt 1 

%-nál kisebb tévedési valószínűséggel tehetjük.

A gyakorlatban általában táblázat nélkül végzik el az ellenőrzést, a tp-F 

kritikus értékét célszerű egyszerűen 3-nak venni, amelyhez P 0,01 tévedé­

si valószínűség tartozik, és ha az

( 120)

P < 0,01 tévedési szinten az ( x - x) eltérést lényegesnek, szignifikánsnak 

tekinthetjük, és az "x" elemet, mint szélsőséges elemet a további számítások­

ból kizárjuk.

Példa;

9. Egy 61 db bükkfa levéllemezének ( fénylevelének) hosszméreteit tartal­

mazó mérési sorozat x = 82,9 mm méretű elemről kell eldönteni, hogy kizárha­

tó-e a mintából, ha x = 66,9 mm, s = 4,7 mm.

i - i ~ I x - x I 16 ~x - xl = 82,9 = 16 mm; --------------  = •• ■ = 3,41-----------*- s 4,7

és mivel

1 x. _ _16__ 3 41 3
s “4,7 ——------- —

a ( 120) -as alapján az x = 82,9 méretű elemet P < 0,01 tévedési szinten ki­

zárjuk a mintából.
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3,412 Az ( x - m) eltérés ellenőrzése " u" próba segítségével

A gyakorlati számítások során olykor meg kell állapítanunk, hogy pV-os 
tévedési szinten lényeges, szignifikáns-e az alapsokaság várható értéke és egy 

minta számtani közepe közötti (x - m) eltérés. Számtalan mintát feltételezve az 

(x - m) normális eloszlású valószinüségi változó 0- szórással, amely N( 0; 1) 

eloszlásúvá alakítható, mint azt már láttuk.

Az " u" értéke P valószinüséggel esik a (-Up*í u — Up-r) intervallumon 

kívül, tehát a ( 107)-es alapján:

vagyis átlagosan 100 esetben 100 P -szer lenne a számított " u" érték nagyobb 

mint Up* kritikus érték. Ha most a mi számított "u" értékünk még kisebb is 

mint Up*:

amely Up* az "u"-nál közvetlenül nagyobb kritikus érték, akkor legalább a hoz- 

zátartozó P valószinüséggel tévednénk, ha az ( x — m) eltérést lényegesnek 

mondanánk.

A gyakorlatban legtöbbször nem keresik ki az "u"-nál közvetlenül na — 

gyobb Up értéket, es a hozzatartozo P szintet, hanem előre meghatároznak 

egy P tévedési szintet, es kikeresik a hozzatartozo Uplt értékét. Ilyenkor

ha az | u| £ up'*" az eltérés véletlenszerű

Ü" C 121 jha az | u ( > up'^” az eltérés P szinten lényeges ' '

gyakran szükséges felírni a P szinten igazolható eltérést, amelyet megkapunk, 
ha a számított I x - m | eltérésből a A véletlen eltérést levonjuk:

l

d„ = | x - m| - ( 122)
X^_____________________________

Példa:

10. Egy automatagép által gyártott munkadarab hossza m = 100 cm kell, 

hogy legyen, a megengedett szórás 6 = 0,2 cm. Ellenőrzésképpen n = 16 e — 

lemszámmal mintát vettünk, és a számtani középre x = 99,6 cm-t kapunk.Kér — 

dés, hogy az eltérés lényeges-e 1 %-os tévedési valószirttiség mellett?
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m = 100 cm ; x = 99,6 cm;

| x - m | = 100 - 99,6 = 0,4 cm ;

= 0,2 cm ; n = 16 : = ~7~ = 0,05 cm’ ’ ’ x 4 ’

I x - m I 0,4 o
u = . 2---------- =  —' = 8

®x 0,05

uo,oi - 2'58 1 U * U0.01

A ( 121) -es alapján 1 %-os tévedési szinten az eltérés lényeges, szignifikáns. 

Szemléltetésképpen képezzük a

A- - u_ .6*- = 2 58 . 0,05 = 0.13 cm- 0.4 0,13 vagyis
0,01 0,01 x --------------■*-

nagyobb
I x - m I > , az eltérés a hibahatárnál, tehát, nem a változékonyság

eredményezte csupán. Az eltérést 1 %- os tévedési szinten lényegesnek kell te­

kinteni, és a gépet át kell állítani.

A P* = 0,01 tévedési szinten igazolható eltérés:

do,oi = ** - m 1 - *0,01 = 0)4 - °’13 =

3.413 Két alapsokaság becsült várható értékei közötti eltérés ellenőrzése " u" 

illetőleg "t" próbával

A kutatások kiértékelésénél gyakran kell megállapítanunk, hogy különbö­

ző körülmények között fejlődött statisztikai sokaságok között egy meghatározott 

jegyet tekintve van-e lényeges eltérés. E célból vizsgáljuk az ( x^ - x^) nor­

mális eloszlású és szórású valószinüségi változót, amely

*1 ~ *2
u _ ---- --------- alakban N( 0; 1) eloszlást követ.

°d

lévén két valószinüségi változó különbségének szórás négyzete, 

azok szórásnégyzeteinek összegeként jön létre ( bizonyítás mint ( 68) é) . Az

szórásnégyzete
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2
1

nl
az X2

J» —, t-J
szorasnégyzete-------- es igy ha a ö -vel a

n2 * 1

,2
d

g'21 

nl

2
& 2 „
------- ebből negyzetgyökvonassal:
n2

nl n2
( 123)d

Mivel P ( I u [ ■> Up*) = P* mindkét alapsokaságból végtelen sok mintát 

feltételezve, átlagosan 100 esetből 100 P^-szer lesz a számított "u" nagyobb 

a kritikus Up+ értéknél. Ha keressük a számított "u"-nál közvetlen nagyobb 

Up> értéket a XV. sz. táblázat FG = sorában, felette a legfelső sorban ki — 
olvasható a P*, és mivel

100 esetből 100 P -szer tévedünk, ha az (x - x ) eltérést lényeges —_______________________ _ ________ _____ JL £

nek minősítjük,

A próbát azonban a legtöbbször úgy hajtjéi végre, hogy előre meghatá- 

rozott P^%— os szinthez kikeresik az Up*"~t és ha

| X - x2 I

------ —;—■—— <■ Upf az ( x^ - Xp) eltérés véletlenszerű, de ha 
-----------x________________________________________ _____________________________

1 X1 ’ X2f ' _ x
———---------- >• uo-j(- az ( x x ) eltérés lényeges szignifikáns e-

x___________________________________ _______________________________________
zen a P* tévedési szinten.

A két számtani közép ( becsült várható értéke) között 100 P* %-os té­

vedési szinten igazolható eltérést úgy képezzük, hogy a tényleges eltérésből 

kivonjuk a véletlen eltérést:

V- 1 *1 - " UP* ^d

Ha az alapsokaságok 61, és €> szórásai nem ismeretesek, akkor "u"
______________________________________ _  ' _ L- _ _______ — _________________________

próba helyett "t" próbát alkalmazzuk, és ebben az esetben, ha s^^s^ a kü­

lönbség szórása a ( 123)-as analógiájára:
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Sd

A számtani közepek közötti eltérés véletlenszerű ha:

d
S tp* ( 125)

Viszont P %-os tévedési szinten lényeges ( szignifikáns) lesz ha:

d

Az igazolható eltérés:

dP* ’ 1*1 “ *2^ “ ( 127)

A tD*-t itt a XV. sz. táblázatban az FG = n - 1 + no - 1 = n - no-2 ■H 1 £ 1 £
szabadsagfoknak megfelelő sorban és a P -nek megfelelő oszlopban találjuk 

meg.

Két számtani közepet összehasonlíthatunk annak eldöntése végett, hogy 

van-e közöttük lényeges igazolható eltérés, és az mekkora. ( lásd a 11. pél — 

dát) . De lehet a célunk két normális eloszlású alapsokaság ( minta) eloszlásá­

nak összehasonlítása is ( lásd, a 12, példát) . A számtani közepek összehason­

lításának csak akkor van értelme, ha a szórások között lényeges eltérés nincs 

ezért a szórásnégyzetek összehasonlítására mindkét esetben szükség van. U- 

gyanis a normális eloszlást az " m" és 6" paraméter teljes mértékben meghatá­

rozza, de ehhez mindkettőre szükség van. így ha két alapsokaság várható ér­

tékei között és szórásai között lényeges eltérés nincs, az eloszlások között 

nincs lényeges eltérés. De ha már az egyik paraméter lényeges eltérést mutat, 

az alapsokaságok közötti eltérés is lényeges. Mivel a szórásnégyzetek össze­

hasonlítása egyszerűbb, általában azt végzik el először. Ha itt lényeges élté — 

rés adódik, nem érdemes tovább számolni, mert bár az eltérés lényeges, de azt 

váratlan tényezők is befolyásolják, és igy a számtani közepek összehasonlítá­

sa reális eredményt nem nyújt.

Példa:

11. Hasonlítsuk össze 5 %-os szinten különböző fényviszonyok mellett
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fejlődő kocsánytalan tölgycsemeték azonos időtartam alatti hossznövekedését.

Mindkét alapsokaságból 20 elemű mintát vettünk. Az adataik:

2cm 10,8 cm;

de így'

2 = 2,4 cm;

2 22,2 + 2,4 20

20

, 4,84 + 5,76 J 10,6 d „ ~
= -----20 ' ' = | ^20“ = 1 °’53 = °’73 Cm

n + n„ - 2 = 20 + 20 - 2 = 38 ; P*= 0,05; a Xv. sz. táb-
-L

lázatból: t « 2,02U,Uo

I x - x„ I = 10,8 - 8,1 = 2,7 cm;

| x - x„| 2,7
------   =   - 3 7 > t 

s----- 0,73-------- ’ 0,05d

Tehát az eltérés 5 %-os de még 0,1 %-os szinten is szignifikáns azaz 

lényeges, Az 5 %-os tévedési szinten igazolható eltérés:

trt • S . = 2,02 . 0,73 1,5 cm0,05 d

d0,05 = 1 *1 " *2 1 ’ l0,05 Sd = 2’7 ' 1’5 =

3,42 "F" próba

Ha két minta varianciáját akarjuk összehasonlítani annak eldöntése vé — 

gett, hogy a közöttük lévő eltérés szinten lényeges-e, szükséges olyan va-
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lószinüségi változót konstruálni, amely a két varianciát tartalmazza.

g2
1

1 2
— s 1 es az

n2 ~ 2 . , , 2s mint változó "X " eloszlást követ.Ezen két

változóból " E" eloszlású valószinüségi változót alakíthatunk ki:

n2 - 1

nl ’ 1

\2 
r2 S 1
6 1

- 1

/1
2

2

De mivel feltételezzük, hogy a két mintaazonos közel N( m; <5 ) eloszlású 
2 2.alaposságból származik & = <5" _ és igy egyszerűsítés után a valószinüsé-

JL

gí változó

2
s 1

2
S 2

alakban irható fel. Az "F" eloszlás nem szimmetrikus (lásd a 22. sz. ábrát), 

azért annak az intervallumnak a határait, amelybe a változó értéke ( 1-P* ) va­

lószínűséggel esik bele, nem egyenlők. Az intervallum alsó határa tört szám

—-—, felső határa egész szám E lesz. Tehát felírható, hogy;
P1 2

P 1
R1

2
1_1

2
S 2

1 - P*

így azonban két E értéket kellene kiírni a táblázatból.

2 , , 1Ha az s g a nagyobb érték, akkor az intervallum alsó -p— hatara lesz 
, , 1 2

az, amelyhez a hányados értékét hasonlítani kell. Ha viszont az s a nagyobb 

érték, akkor az EQ felső határ lesz a mérvadó kritikus érték. Ha megállapodunk 

abban, hogy a nagyobb szórásnégyzetet mindig a számlálóba írjuk:

ahol 2
S 1

2
> s 2
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2
S 1 ,

az —2— hányados 1-nel kisebb nem lehet, igy az intervallum alsó hatarara 
S 2

nem lesz szükségünk. Jelöljük a kritikus felső határt Fpit -vei:

2
s ± 

P ( ~2~ *
s o

( 128)

A ( 128) -as képlet alapján mindkét alapsokaságból végtelen sok mintát 

feltételezve, átlagosan 100 esetből 100 P* -szer lesz a számított

2
£ 1 ...

—-— hányados nagyobb az Pp* kritikus értéknél. Tehat ha
S 2

2
S 1 2 2
—~az s s _ mellett ( 129)

£ Ír JL
S 2________________________________________________

akkor a szórásnégyzetek között az eltérés nem lényeges, hanem véletlenszerű.

2
S 1 2 2

Ha azonban —5— > az s > s mellett ( 130)
4- Ír 4^

S 2

.... ' fakkor a két szórásnégyzet között 100 P %-os tévedési szinten az eltérés 

nem a változékonyság eredménye, hanem lényeges, szignifikáns eltérés.

Az Fpl kritikus értékét a XVI, sz. táblázat P*- részéből írjuk ki, az

FG., = (n - 1) szabadságfoknak megfelelő oszlopból és az FG =(n„ - 1) _L _L

szabadságfoknak megfelelő sorból. Az FG^ szabadságfok mindig az

2
S 1 2

——— tört s számlálójához tartozik ( amely nagyobb az s^-nél) .

Ha történetesen az egyik szórásnégyzet elméleti érték, akkor ahhoz 

n - 1 = szabadságfok tartozik.
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XVI. táblázat.

Az Fpf kritikus értékek táblázata

P* = 0,10

PG1

FG2
1 2 3 4 6 10 20 200

1 39,9 49,5 53,6 55,8 58,2 60 61 63

2 8,5 9,0 9,2 9,2 9,3 9,4 9,4 9,5

3 5,5 5,5 5,4 5,3 5,3 5,2 5,2 5,1

4 4,6 4,3 4,2 4,1 4,0 3,9 3,8 3,8

5 4,1 3,8 3,6 3,5 3,4 3,3 3,2 3,1

10 3,3 2,9 2,7 2,6 2,5 2,3 2,2 2,1

20 3,0 2,6 2,4 2,2 2,1 1,9 1,8 1,6

40 2,8 2,4 2,2 2,1 1,9 1,8 1,6 1,4

0-0 2,7 2,3 2,1 1,9 1,8 1,6 1,4 1,0
*

P = 0,05
RG1

PG2
1 2 3 4 6 10 20 50 200

1 161 200 216 fc25 234 242 248 252 254

2 18,5 19,0 19,2 19,3 19,3 19,4 19,4 19,5 . 19,5

3 10,1 9,6 9,3 9,1 8,9 8,8 8,7 8.6 8,5

4 7,7 6,9 6,6 6,4 6,2 6,0 5,8 5,7 5,6

5 6,6 5,8 5,4 5,2 5,0 4,7 4,6 4,4 4,4

10 5,0 4,1 3,7 3,5 3,2 3,0 2,8 2,6 2,5

20 4,4 3,5 3,1 2,9 2,6 2,4 2 2,0 1,8

40 4,1 3,2 2,8 2,6 2,3 2,1 1,8 1,7 1,5

100 3.c 3,1 2,7 2,5 2,2 1,9 1,7 1,5 1,3

3,8 3,0 2,6 2,4 2,1 1,8 1,6 1,4 1,0
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P * = 0,01

\PG1 

fg2 \ 1 2 3 4 6 10 20 50 CO

1 4052 4999 5403 5625 5859 6065 6208 6300 6366

2 98 99 99 99 99 99 99 100 100

3 34 31 29 28 27 27 27 26 26

4 21,2 18,0 16,7 16,0 15,2 14,5 14,0 13,7 13,5

5 16,3 13,3 12,1 11,4 10,7 10,1 9,6 9,2 9,0

10 10,0 7,6 6,6 6,0 5,4 4,9 4,4 4,1 3,9

20 8,1 5,9 4,9 4,4 3,9 3,4 2,9 2,6 2,4

40 7,3 5,2 4,3 3,8 3,3 2,8 2,4 2,1 1,8

100 6,9 4,8 4,0 3,5 3,0 2,5 2,1 1,7 1,4

oo 6,6 4,6 3,8 3,3 2,6 2,3 1,9 1,5 1,0

Példa;

12. Állapítsuk meg, hogy 5 %-os tévedési szinten van-e lényeges eltérés 

bükk levéllemez hosszméretére vonatkozó két alapsokaság között, ha adataik a 

következők: = 53,9 mm, s^ = 3,9 mm, n^ = 38, = 66,4 mm, s = 4,1 mm,

n, = 61.1

Először "P” próbával ellenőrizzük a szórások eltérését:

2 2s = 3,9 ... s 9 = 15,21 ; s = 4,1 ... s = 16,81
<-• JL .1

2„ s „ -2 > 2 S 1 
s 1 s 2 "• 2 ~

S 2

-16.81 = lfl
15,21

FG1 = n-L " 1 = 61 - 1 = 60 ; FG2 = n2 - 1 = 38 - 1 = 37;

P = 0,05;

jí. ,,
A XVI. sz. táblázat P = 0,05 részben a 60 szabadsagfoknak megfelelő 

oszlopban és a 37 - szabadságfoknak megfelelő sorban:
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F 0*05 1,7

kritikus értéket találunk. Mivel

2
S 1

2
S 1

< F0,05

A szórások között 95 %-os biztonsági szinten az eltérés nem lényeges.

Ezután "t" próbával ellenőrizzük a számtani közepek közötti eltérést.

i 16,81

60

15,21
+ 38 0,26 + 0,72 = 0,85

FG = n + n9 - 2 = 61 + J_ 38 " 2 = - ‘0,05 1’"

| x± - x2 | = 66,4 - 53,9 = 13,5 ; 

I *1 ' *2! 12,5

s , ~ 0,85d
14,7 > tQ,05

tehát a számtani közepek között az eltérés lényeges 5 °/í-os tévedési szinten 

( de még ennél sokkal alacsonyabb tévedési szinten is) , és igy az alapsoka­

ságok eloszlásai is lényegesen eltérnek egymástól.

Meg kell jegyeznem, hogy ezzel a módszerrel csak két normális elosz — 

lást hasonlíthatunk össze, tehát ilyenkor szükséges ellenőrizni az eloszlások 

normális voltát.

Végül számítjuk az 5 %-os tévedési szinten igazolható eltérést.

d0,05 ‘ I *1 - ;2 I - ‘j^d " 12'5 - 1’" • °’85 ' 

= 12,5 - 1,7 = 10,8 mm

3,43, Illeszkedés vizsgálat "X !l ( khi-négyzet) próbával

Egy tapasztalati eloszlásnak egy elméleti eloszláshoz való illeszkedését 

legcelszerübb az azonos x. osztalyközepekhez tar*tozo f. tapcusztalati gyakoFi*—•
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ságok és Z. f. P( x.) elméleti gyakoriságok eltéréseinek segítségével vizsgálni.

Hogy azonban az illeszkedés feltevésének elvetése esetére a tévedés valószi- 
2

nüségét megállapíthassuk, az ff. - £ f. P ( x.) J eltérésekből "X " eloszlású 

valószinüségi változót képezünk;

[f; C P (x,)]2

Z f. P ( X.) 1 v r _
( 131)

A (131) -es képlettel számított X ertekeket a kritikus X ertekkel
Ír

összehasonlítva a

P (x2* x2p*) = P*

2 , , . , 2 , ,egyenlet kijelöli azt a X p# kritikus értékét, amelynél a számított X ertekek 
P^ valószinüséggel lesznek nagyobbak. Ha tehát a mi számított értékünk:

2
P

2

akkor számtalan azonos mintát feltételezve átlagosan 100 esetből 100 P- szer 
2 „ , , 2 , ,kapnánk X p* vagy annál nagyobb értékét, de a mi X eltérésünk kisebb is

x x X X X Xmint a kritikus érték, tehat P -nel magasabb valószínűséggel tévednénk, ha
v-2az illeszkedés felteveset elvetnénk. Ha a számítottnál közvetlen nagyobb-*- j*- 

hez tartozó tévedési valószínűség

P* <. 0,05

az illeszkedés feltevését el kell vetnünk,

A kritikus khi négyzet (X pt ) értékeket a XVIII, táblázatban a P va­

lószínűségnek megfelelő oszlopban és az FG = k’ - b - 1 szabadságfoknak 
,, , 2

megfelelő sorban találjuk meg. A 11 b" a "X " az elmeleti eloszlás becsült pa­

ramétereinek száma. A k’ az osztályok száma az esetleges osztályösszevonás 

után. Ugyanis a khi-négyzeteloszlás természetéből kifolyólag a gyakoriságok — 

nak 5-nél nagyobbnak kell lennie. Hogy ez a feltétel teljesüljön a szélső osz­

tályokat össze kell vonni, és igy az osztályok száma k’-re csökken.
2 2Ha a "X " próbával normalitásvizsgálatot végzünk, akkor a X a követ­

kezőképpen alakul,
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( 132)

Természetesen itt a szabadságfok, mivel a normális eloszlás két paraméterű,

FG = k’ - 3

Példák:

13. Állapítsuk meg, hogy a 2. pl.-bán szereplő minta illeszkedik-e az 

N( x ; s) elméleti eloszláshoz. Az adatokat a 2. pl-ból vesszük:

x = 33,7 cm; s = 6 cm; n = 109.

Az----------------------------------------értékeket fokozatosan a XVII. sz. táblázat­
ja IP ( u)
s I v ' bán kiszámítjuk, majd összegezzük.

XVII sz. táblázat.

f.1

x.-x
1 f(-p ff ff “Pi X.1 U.- ......1 s ■ffw

1
2

20
23

H 
10 ‘ 6 - 2,283

- 1,783
0,029
0,081

1,581
4.42J>6,00 0,00 0,000 0,000

3 26 12 - 1,283 0,175 9,54 , 2,46 6,052 0,163
4 29 17 - 0,783 0,294 16,02 0,98 0,960 0,060
5 32 19 - 0,283 0,383 20,87 -1,87 3,497 0,168
6 35 19 0,217 0,390 21,26 -2,26 5,108 0,240
7 38 18 0,717 0,309 16,84 1,16 1,346 0,080
8 41 9 1,217 0,190 10,36 -1,36 1,850 0,179
9 44 7 1,717 0,091 4,96

10 47 1 r9 2,217 0,034 1,85 77,36 1,64 2,690 0,365
11 50 1 2,717 0,010 0,55^

I 1,255

20 - 33,7
1 = 6 2,283 ;

23 - 33/7
•2 = ------- q----- = - 1,783 ; stb.

a Mat.Gyak. II. 1. sz. táblázat 249. old.)
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_nd_ = .109 t 3 = 1£2 = / u j = 54 5 0,029 = 1,58 stb.
s 6 2 ’ ’ s 1 v V » • • ’

2 , xA számított X = 1,255. Az osztályok száma az összevonás után k’ = 8, 

a becsült paraméterek'száma 2, tehát a szabadságfok FG =8-3=5. A
2 

számítottnál közvetlenül nagyobb kritikus érték a XVIII. tablazatban; X Q 9^=1,61. 

Ha az illeszkedést elvetnénk a tévedés valószínűsége 90 %- nál nagyobb len­

ne. A minta tehát normális eloszlású.

XVIII. sz. táblázat

A khi-négyzet próba kritikus értékei

fgk 0,99 0,95 0,90 0,70 0,50 0,30 0,10 0,05 0,01

1 0,000157 0,00393 0,0158 0,140 0,455 1,07 2,71. 3,84 6,62

2 0,0201 0,103 0,211 0,713 1,39 4,21 4,61 5,99 9,21

3 0,115 0,352 0,584 1,42 2,37 3,67 6,25 7,81 11,3

4 0,297 0,711 1,06 • 2,19 3,36 4,88 7,78 9,49 13,3

5 0,554 1,15 1,61 3,00 4,35 6,06 9^24 11,1 15,1

6 0,872 1,64 2,20 3,83 5,35 7,23 10,6 .12,6 16,8

7 1,24 2,17 3,83 4,67 6,35 8,38 12,0 14,1 18,5

8 1,65 2,73 3,49 5,53 7,34 9,52 13,4 15,5 20,1

9 2,09 3,33 4,17 6,39 8,34 10,7 14,7 16,9 21,7

10 2,56 3,94 4,87 7,27 9,34 11,8 16,0 18,3 23,2

12 3,57 5,23 6,30 9,03 11,3 14,0 18,5 21,0 26,2

14 4,66 6,57 7,79 10,8 13,3 16,2 21,1 23,7 29,1

16 5,81 7,96 9,31 12,6 15,3 18,4 23,5 26,3 32,1

18 7,01 9,39 10,9 14,4 17,3 20,6 26,0 28,9 34,8

20 8,26 10,9 12,4 16,3 19,3 22,8 24,4 31,4 37,6

25 11-.5 14,6 16,5 20,9 24,3 28,2 34,4 37,7 44,3

30 15,0 18,5 20,6 25,5 29,3 33,5 40,3 43,8 50,9

14. Vizsgáljuk meg hogy 3. pl-bán szereplő minta a p = 0,515 paramé­

terű binomiális eloszláshoz illeszkedik-e. Az x., f., P ( x.) , X. f. P( x.) stb.ér- 

tékeket a 3. sz. példából vesszük,

[ fi - E fi p( XP J
Az -------------- 7—\  értékeket fokozatosan a XIX, sz. tablazatban

í; P(xi) 
kiszámítjuk, majd összegezzük:
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XlX.sz.táblázat.

i X.
1

f.
1

P( Xj) I x. ) f.-£f.P(x.)11' r
r- -.2LyzVA)]

L u z ifi >i)J2 

E f.P( x.)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0

1

2

3

4

5

6

7

8

1

4 >

9,

20

25

22
14'

4 ■

1

0,003 

0,016 

0,097 

0,205

0,272 

0,231 

0,123 

0,037

0,005

0,3'

2,6

9,7

20,5

27,2

23,1
12,3'

3,7

0,5

*

1,4

-0,5

2,2

-1,1

2,5

1,96

0,25

4,84

1,21

6,25

0,156

0,012

0,178

0,052

0,379

E 100 X2 = 0,777

Az osztályok száma az összevonások után k’ = 5. A becsült paraméte­

rek száma b = 1 ( p paraméter) . így a szabadságfok: FG = k’ - b - 1 = 
= 5 - 2 = 3. A XVIII. sz. táblázatban az FG = 3 sorában a P* = 0,70-nek 

2megfelelő oszlopban találjuk a X = 0,777-nel közvetlen nagyobb kritikus er~

2 2féket: X = 1,42. A mi X = 0,777 értékünknek kb. P"* = 0,85 felelne meg.
__________

Ez azt jelenti, Buogy olyan eltérések, amelyeknek a mi mintánk és az elméleti 

eloszlás között felléptek, vagy annál nagyobbak, számtalan azonos jellegű min­

tát feltételezve, 100 esetből átlagosan 85-nél fordulnának elő. Tehát tapaszta­

lati eloszlásunk illeszkedik a p = 0,515 paraméterű binomiális eloszláshoz.

3,44 Homogenitásvizsgálat "X " próbával

Két tapasztalati eloszlás homogenitásának vizsgálatára az x. osztálykö — 

zepekhez tartozó viszonylagos gyakoriságok eltérései ( g. - g’,) alkalmasak.

f. f’.
Aho1 gi - Ft- éa s’i ■ Ff

Az eltérések ellenőrzése céljából szükséges "X " eloszlású valószinü­

ségi változót képezni:
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1

* ( ~ g’i) 2

1 < fi + f’.
( 133)

A "X " próba elvégzése pontosan ugyanazon elvek szerint történik, mint 

az illeszkedésvizsgálatnál, de a szabadságfok itt

FG = k’ - 1

ahol k’ azoknak az osztályoknak a számát jelenti, amelyekben legalább az e- 

gyik mintának 0-nál nagyobb gyakorisága van.

Példa:

15. Vizsgáljuk meg, van-e homogenitás a XX. sz. táblázatban lévő 1-es 

és 2-es sz. minta között. Az 1. sz. minta egy mátrai kísérleti területen, a 2. 

sz. egy bakonyi kísérleti területen tenyésző bükkállomány levéllemezeinek 

hosszméretére vonatkozik ( fénylevelek) .

2 k
f. Z f’. X

1 1 1
100 . 61 . 0,0139 = 84,79

FG = k’ - 1 = 12 - 1 11 ; A XVIII. táblázatban FG = 12-nél és
P* = 0,01-nél található

, . 2 , ,
A számított X érték ennél nagyobb, tehát a két minta közötti homogeni­

tás feltevését 1 %-nál jóval kisebb tévedési valószinüség mellett el kell vetni.

3,45, Függetlenségvizsgálat "X " próbával

Két minőségi tulajdonság, közötti függetlenség fennállásának vizsgálatát is 
2 , , , ,elvégezhetjük "X " próbával. Ha a függetlenseg nem áll fenn, természetesen 

2 összefüggés van. A vizsgálat elvégzésére "X 11 eloszlású valószinüségi válto­

zót kell konstruálnunk. E célból legyen "A" és "B" tulajdonságunk, "k" és jc’ 

minőségi osztállyal. Foglaljuk az osztályokba eső gyakoriságokat a XXI. sz. 

táblázatba, amelyet kontingencia táblázatnak nevezünk.
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XX. sz. táblázat.

11
0

i X.
i

_1__
f.1

_2__
f’.1

gi g i f. + f’.1 1 Jf
Q

 
1 (ro

>—
• (%-g’p2

(gi ~

f. + f’.i i

1 45 4 0 0,04 0,00 4 0,04 0,0016 0,0004

2 48 3 0 0,03 0,00 3 0,02 0,0009 0,0003

3 51 10 0 0,10 0,00 10 0,10 0,0100 0,0010

4 54 15 0 0,15 0,00 15 0,15 0,0225 0,0015

5 57 24 1 0,24 0,02 25 0,22 0,0484 0,0019

6 60 26 7 0,26 0,11 33 0,15 0,0225 0,0007

7 63 11 12 0,11 0,19 23 -0,08 0,0064 0,0003

8 66 5 17 0,05 0,28 22 -0,23 0,0529 0,0024

9 69 1 16 0,01 0,26 18 -0,25 0,0625 0,0035

10 72 1 4 0,01 0,07 5 -0,06 0,0036 0,0007

11 75 0 3 0,00 0,05 3 -0,05 0,0025 0,0008

12 78 0 1 0,00 0,02 1 -0,02 0,0004 0,0004

100 61 0,0139
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XXI. sz, táblázat.

Függetlenség esetén a kontingenciának nevezett

f.. f.. 
f„ ~ " eltérések igen kicsinyek, és az összefüggés erősödé-

2 sével növekedést mutatnak. Ezen eltérésekből alakított "X " eloszlású valószi­

nüségi változó:

f, f.j
2 k’k <fii - >

x2 = n —7 n---------  (134)

________L2___ Vj____

A szabadságfok: FG = ( k’~1) ( k-1) lesz. Ha

X XX XXX X^Tx

akkor a függetlenseg felteveset elutasitva a tevedes valoszinüsege P -nel na- 

gyobb lesz. P 0,05 eseten a függetlenség feltevését el kell utasítanunk. Ek­

kor már mérhető összefüggés van a vizsgált tulajdonságok között. Az össze-
2 

függés szorosságának mérésére alkalmas tényezőt nyerünk, ha a számított X 

értéket osztjuk az n ( q-1) szorzattal, majd e hányadosból gyököt vonunk, ez 

a kontingencia- együttható:
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2

n ( q- 1) ( 135)

Ahol a " q" a k’ és " k" osztályszámok közül a kisebb számot jelenti. A § e- 

gyüttható értéke - amely 2x2-es kontingencia táblázat esetén megegyezik az 

" r" korrelációs tényezővel - a korrelációs tényező abszolút értékéhez hason­

lóan:

0 í- § 1 ,

és minél közelebb esik 1-hez annál szorosabb a kapcsolat. ( lásd a XXXIV.sz. 

táblázatot) .

Példa:

16. Állapitsuk meg, hogy van-e összefüggés mátrai termőhelyen tenyésző 

és bakonyi termőhelyen tenyésző bükk levelei szőrösségének mértéke között. 

Az adatokat a XXII, sz. táblázat tartalmazza.

XXII. sz. táblázat.

A levél 
szőrössége Mátra Bakony £

erős 31 13 44

közepes 49 30 79

gyenge 20 57 77

X 100 100 200

4 f.. f.. o3 2 (f.. - -!—!—)2
* ? —
11 1 J

44.100

( 49
■ + -----------

79 . 100 k2
200 '

77.100 x 2
200 '

79.100 77.100

( Q, 44 . 100
' " 200
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44.100 v 2 , 79.100^2 , _ 77,100 s 2
S ~ 200 ' l 30 - ~~200~' í57 ~ 77,700
44.100 + 79.100 + 77.100

2 2 2 2
( 31-22) ( 49 - 39,5) ( 20-38,5) ( 13 - 22)

4400 + 7900 + 7700 + 4400 +

2 2
( 30-39,5) ( 57 - 38,5)

+ 7900 + 7700

81 90,25 342,25 81 90,25
= 4400 + 7900 + 7700 + 4400 + 7900 +

342,5 162 180,5 684,5
7700 4400 7900 7700

= 0,0368 + 0,0228 + 0,0889 = 0,1485

f.. f.. 9
,z(( ■----- L) 2

X = nll —----------------- = 200 . 0,1485 = 29,70
4 i i ígj

FG = ( k’ - 1) (k-1) = ( 3 - 1) (2-1) =2

2 , , , / , \ \
A kritikus X ertekek tablazatban ( XVIII. tablazat) FG = 2 szabadság- 

foknak megfelelő legnagyobb érték a P = 0,01 valószinüseghez tartozik:

2
= 9 21

0,01 ’

A mi értékünk ennél jóval nagyobb, tehát a függetlenség fennállásáról 

még 1 % valószinüség mellett sem lehet szó. Tehát van összefüggés a kétfé­

le termőhely és a levelek szőrösségének mértéke között. A mátrai bükk leve­

lének szőrössége erősebb, A kapcsolat szorosságának mértékszáma:

2x____ _
n ( q - 1) ' q = 2 ( a kisebb osztályszám)
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29,70
200 ( 2 - 1)

i 29,70
200

= j 0,1485 = 0,385

Mivel a 3 tényező kisebb 0,4-nél, bár eléggé megközelíti, a közepesnél gyen­

gébb kapcsolatról van szó. (lásd a XXXIV. sz. táblázatot) . Itt a kontingencia 

táblázat 2x3-as, igy a g tényező nem egyezik meg az " r" tényezővel, de a 

XXXIV. sz. táblázat minden további nélkül felhasználható a kapcsolat mértéké­

nek jellemzésére.

3.5 Néhány közelitő módszer

3,51 Szimmetrikus eloszlású minták x és " s" jellemzőjének kiszámítása meg­

közelítő pontossággal.

Ha egy szimmetrikus eloszlású minta x , x^ elemeit és a mediánját ismer­

jük, elég nagy elemszám mellett felírhatjuk, hogy:

Me x, ebből 2 ME *** 2x; és

x„ + x
----- - ------- x , ebből x_ + x 2x2 ’ In

A két egyenlet összeadva:

2 Me + x_ + x 4x és ebből:1 n

2 Me
( 136)

Osztályokba rendezett minták esetén, 

méretében az x megközelítő értékét

az x1 és x^ osztályközepek az M’ is-

x. + x + 2Mo’1___ n ____
4

képlettel számítjuk ki.
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A szimmetrikus eloszlású minták zömmel " Student" eloszlásúvá alakítha­

tók:

x - x t 
s

A "t" 99 %-os biztonsággal esik a ("Íqq^ t * tQ Q ) intervallumba:

p[ -'o.oi- - ‘o.oij - lehál:

PL<* " l0,01 s) ~ x~ (* + l0,01 S)J • °." és így egy "n"

elemszámú minta P’’ = 0,01 tevedesi szinten varhato terjedelme:

w = (x + t0>01 s) - (x - t0>01 s) = 2 t0>01 s

Az egye létből "s"-et kifejezve:

( 138)

képletet nyerjük, amely alkalmas a szórás közelitő értékének meghatározására.

Gyakran leegyszerűsítik a ( 138) -as képletet úgy, hogy a t^ Q^-et kere­

ken 3-nak veszik, ebben az esetben a szórás:

w ( 139)

A ( 139)-es képlet nem függ a minta elemszámától, és igy kevésbé közeliti meg 

a valóságot, mint a ( 138)-as.

Példa.

17. Számitsuk ki a 2, példában szereplő minta számtani közepét a ( 137) 

es és a szórást a ( 138)-as képlettel, x^ = 20; x^ = 50; Md = 33,5,

w = 32, tQ>01 = 2,62

X1 + Xk + 2 Mo’ 20 + 50 + 67
x = ------------- ------------------ _ ------------------------  ^34 cm
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w 36 32 .
S = 2 ' lo oi = 2 • 2,62 ” 5,24

3.52 A valószinüségi háló közelitő szerkesztése

Egy derékszögű koordinátarendszer vízszintes tengelyére egyenletes be­

osztású skálát mérünk, a függőleges tengelyre a XXIIT-as táblázatnak megfele­

lően valószinüségi skálát mérünk.

XXIII. táblázat.

a lemért 
távol ság 
mm- ben

0 ±5,5 ±11,0 ±16,8 ±2 2,9 ±29,5 ±36,7 ±43,3 ±45,0 + 56,0 ±71.7 ±80,5

a meg­
felelő 55 60 65 70 75 80 84 85 90 95 98

100#( u) 
%

50

45 40 35 30 25 20 16 15 10 5 2

Majd a skálák igy megjelölt pontjaiból a tengelyekre merőlegeseket emel­

ve valószinüségi hálót nyerünk. ( lásd a 27. ábrát) .

3.53 Normalitás vizsgálat a valószinüségi hálóban

Ha egy osztályba sorolt minta felső osztályhatárait a valószinüségi háló 

vízszintes tengelyén lévő egyenletes beosztású ( metrikus) skála beosztásához 

Írjuk, majd felmérjük a felső osztályhatároknak megfelelő H 100 gi % értékeket 

a háló függőleges szálaira, egy a minta eloszlására jellemző pontsort kapunk. 

Ha ez a pontsor közel egyenesen fekszik akkor a minta megközelitőleg normá­

lis eloszlású.

Konkrétabbá tehetjük ezt a módszert azáltal, hogy addig tekintjük normá­

lisnak az eloszlást, amig a x. + 77) ; £ lOOgi % J pontok sora két olyan e- 

gyenes közé sorolható be amelyek mindegyike még a vizsgált eloszláshoz tar­

tozik. Ez azt jelenti, hogy az emlitett egyenesek és a 

metszéspontjai közötti vízszintes távolság kisebb kell, 

megbízhatósági intervallumánál. Tehát a metszéspontok 

x^-vel jelöljük, akkor

háló 50 %-os szálának

hogy legyen a minta 

" x" koordinátáit x^ ill.
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í *1 - *2 | ~ (x + ^p*) - (x - A p*)í£ 2 4p*- ( 140)

Ha | X;L - x2 | > 
<■ 

ten elvetjük. A P -ot

2 A feltétel teljesül, a normalitást P tévedési szin — 

ezen esetben 0,05-nek érdemes venni.

25. sz. ábra.

A minta normális eloszlásúnak tekinthető ha a ( 140) - es reláció érvénye­

sül.

3.54 A normális eloszlású minta x és " s" jellemzőinek megközelítő becslése 

valószinüségi hálóban

Ha a 25. ábrán a pontsort határoló két egyenes közé középre velük pár­

huzamos egyenest huzunk, megkapjuk az elméleti eloszlás egyenesét. Ennek 

az 50 %-os illetőleg 16 és 84 %-os szálakkal képzett metszéspontjait a viz — 

szintes tengelyre vetítjük. Az 50 fosnak megfelelő "x" érték a minta szám­

tani közepe. A 16 %-osnak megfelelő pont vetületét a 84 %-osnak megfelelő 

pont vetületéből kivonva megkapjuk a 2s értéket, ebből "s'' már kiszámítható 

(26. ábra) .
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26. sz, ábra.

Az x és " s" közelítés valószinüségi hálóban

Példa

18, Végezzünk grafikus normalitás vizsgálatot a 2. példában szereplő min­

tánál és egyben becsüljük az x és az "s" megközelítő értékét. A IX.-es táb— 

lázatban megjelöljük a felső osztályhatárokat és a g. értékeket. Ez utóbbi ér­

tékek mindegyikét 100-al megszorozva megkapjuk a £2 100 g. % értékeket. 

( XXIV.táblázat) .

A valószinüségi hálóban a vízszintes tengelyre az ( x. + t~) felső osz­

tályhatárok kerülnek a függőleges szálakra pedig a 'TL 100 g. % értékeket mér- 
d —*

jük és az Q( x. + —) , £~ 100 g. % ! pontokat megjelöljük ( 27. sz. ábra) ,

XXIV. sz. táblázat.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

d
Xi+ 2 21,5 24,5 ' 27,5 30,5 33,5 36,5 39,5 42,5 45,5 48,5 51,5

100g.% 0,9 5,5 16,5 32,1 49,5 66,9 83,4 91,7 98,7 99,0 99,9
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Nl
ö.

grafikus becslésére®

x 33,5 cm; 2s ~ 12 cm; s 6 cm
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^0,05 = t0,05 d— 
j n

1,98 6 
í 109

= 1,14 cm

2 ^0,05 = 2(28 Cm; | x^ - | <■ 2,28 tehát

P* % < 5%-os tévedési szinten az eloszlást normálisnak kell tekintenünk.

3,55 A minta asszimetriájának mérése

Ha az egyébként normális eloszlású alapsokaság elemeinek kialakulásá­

nál a véletlen tényezőkön kivül szisztematikus tényező is közrejátszik az el­

oszlás többnyire elveszti szimmetriáját, úgynevezett ferde eloszlás alakul ki. 

Mint már láttuk a normális eloszlásnál az x, Mo és Me jellemzők egybeesnek. 

A ferde eloszlásoknál az Me az x Mo közé esik, mégpedig úgy, hogy elhe­

lyezkedésükre az

Mo = x - 3 (x Me) ( 141)

összefüggés jellemző. A ferde eloszlások meghatározásához az x és "s" jel­

lemzőn kivül a ferdeség mértékét is meg kell adnunk. Jelenleg a leghasználato­

sabb képlet:

Fe = x - Mo
s

( 142)

Az Fe abszolút értékének megfelelően a ferdeség mértékére fokozatokat 

a XXV,- ös táblázatban találunk.

XXV, táblázat.

, Fe értéke a ferdeség mértéke

1 Fe | = 0 szimmetria

0<| Fef 0,5 gyenge ferdeség

0,5-| Fe | 1 közepes ferdeség

| Fe ] >1 erős ferdeség
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Az Fe előjelét tekintve, ha az Fe >■ 0 pozitív vagy jobboldali ferdeségről, 

ha az Fe 0 negatív vagy baloldali ferdeségről beszélünk. ( 28. és 29. sz.áb­

rák) .

28. sz. ábra.

Pozitív ferdeség

29. sz. ábra.

Negatív ferdeség

Példa 
/

19. Lucfenyő mellmagassági átmérőire vonatkozó n = 100 db elemszámú 

minta jellemzőit: x = 13,8 cm s = 2,5 cm és Mo = 12,3 cm. Határozzuk meg 

a ferdeség mértékét.

X - Mo 13,8 - 12,3 1,5
Fe = ------------  = —1 x r-"’ — = TT = 0.6s 2,5 2,5  '—

Tehát közepes pozitív ferdeségről van szó.

4, Kísérletek

A mintavétel meglévő állapotra vonatkozóan nyújt információkat, Ha azon­

ban azt vizsgáljuk, hogy valamely folyamat bizonyos körülmények között hogyan 

játszódik le, e célból tervszerűen egymástól különböző körülményeket teremtünk 

meg és összegyűjtjük a folyamatot különböző körülmények között jellemző meg­

figyeléseinket, majd ezeket elemezzük, akkor kísérletről beszélünk,

A kísérletek lehetnek egytényezős kísérletek, amikor csak egy olyan té­

nyező hatását vizsgáljuk, amely befolyásolja a kérdéses folyamat alakulását, és 

lehetnek többtényezős kísérletek, amikor több tényező hatását vizsgáljuk egy­

szerre.

Csak az egytényezős kísérletekkel, azok közül is csak néhány egysze­

rűbb módszerrel tudunk megismerkedni ebben a fejezetben.
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A kísérleteket végrehajthatjuk laboratóriumban, ezek laboratóriumi kisérle- 

tek, az üzemben, ezek üzemi kísérletek, Az erdészeti üzemi kísérletekhez tar­

toznak a csemetekertekben, az állományban végzett kísérletek. Ezeket a mező­

gazdasági kísérletek mintájára szokták szabadföldi kísérleteknek is nevezni. A 

szabadföldi kísérleteknek külön irodalma van.

A szabadföldi kísérletek legkisebb egysége a parcella. Egy parcellán be­

lül az elemek számára azonos körülményeket biztosítunk, vagyis a kezelés a — 

zonos. Több különböző kezelésű parcella blokkot alkot. Általában a blokk par­

cellái közül egy kezeletlen, ez a kontroll. A kezeléstől eltekintve a blokkon be­

lül a lehetőséghez mérten a körülményeknek azonosaknak kell lenniök. t-nnek 

biztosítása általában nem sikerül maradéktalanul. Hogy az igy fellépő kísérleti 

hibát csökkentsük a blokkokat megismételjük,

A laboratóriumi kísérleteknél nincsenek parcellák és blokkok, csak keze- 

lésekről és ismétlésekről beszélünk, de a lényeg ugyanaz mint a szabadföldi kí­

sérleteknél.

A kezelések ( parcellák) , ismétlések ( blokkok) elhelyezése, elrendezése a 

körülményeknek megfelelően sokféleképpen történhet. Például lehet véletlenszerű, 

vagy szisz tematikus.

4.1 Egytényezős véletlen elrendezésű kísérletek

Az elrendezés szemléltetésére tegyük fel, hogy egy hatótényezőt vizsgá — 

lünk 4 kezelésben. A 4 kezelést 4 egyenlő nagyságú egyformán előkészített par­

cellán alkalmazzuk. Ezek együtt blokkot képeznek. Ismétlésként 4 blokkot alakí­

tunk ki. A kísérleti hibát csökkenti, ha a blokkokban a parcellákat véletlensze­

rűen más-más sorrendben helyezzük el, sőt a blokkokat is a körülményeknek 

megfelelően rendezzük el. ( 30. sz. ábra) .

30, sz, ábra.

A 4x4 parcella elhelyezése a négy blokkban
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Általában a kezelések számát "n"-el, az ismétlések számát "m"-el fogjuk 

jelölni. A kísérletnek a vizsgált tényezőre vonatkozó megfigyelt adatait ( parcel­

la átlagok , x.p kezelésenként és ismétlésenként csoportosítva táblázatba fog­

laljuk ( XXVII. sz. táblázat) . Az ismétlések számát a kezelések számával szo­

rozva kapjuk a kisérlet elemszámát, jelöljük ezt "N"-el. Az "N" elemszámot a 

( 163) - as képlet alapján megtervezhetjük, ha felvesszük a tévedési szintet,a hoz­

zá tartozó hibahatárt és ha van becslésünk a hibavarianciából számitható vari­

ációs tényezőre. Mivel N = m.n, a kezelések száma kijelöli az ismétlések szá- 
, N , , ,mát is: m = ---- . Az ismétlések szamanak növelese csökkenti a kísérleti hibát .n ’

ugyanakkor azonban növeli a kisérlet költségeit. Általában legalább 4-6 ismét­

lésre szükség van, rendszerint azonban a tervezésnél ennél nagyobb számokat 

kapunk. Ugyanis "N" helyett megtervezhető az ismétlések száma is a ( 155) kép­

let segítségével, és mivel a kezelések száma ismert "N" is számitható.

4,11 Az egyszerű varianciaanalizis

A véletlen elrendezésű egytényezős kísérletet a legegyszerűbb esetben az 

egyszerű varianciaanalizis módszerével elemezzük, ha eloszlása normális.

A kisérlet számtani közepe és eltérésnégyzet összege:

x
E X... U 9 *< 9 9

x = 1 KT 1J ■ ; SQ = f (x.. - x) = L x. .. - N x 
N 7 v ' 1 1J

Azt, hogy az x.. elemek az x számtani középtől eltérnek, egyrészt az e- 

lemek változékonysága okozza, másrészt a kezelések idézik elő. Ennek megfe­

lelően az eltérésnégyzet összeg két részre bontható, a véletlenül adódó hiba 

eltérésnégyzet-összeg ( jelöljük SQ^-val) és a kezelések okozta kezelés élté — 

résnégyzet-összeg ( jelöljük SQ -val) . K

r(xij-5.)2.r(I... i.jti.j-í)2 .
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r m p
= z r(x - x ) + 2 ( 

1 L 1 1J J

/V 2 n
= 22 ( x.. - x..) + m V ( x

1 XJ J

SQ = S(^ +■ SQk

A hiba eltérésnégyzet-összeg tehát:

N - .2
SQ = X ( x.. - x. .) ,H 7 v ij / ’

SQ = SQ - SQ i~l K

A kezelés eltérésnégyzet-összeg: 

n _ - 2
s$k = m X ( x • j - x) = r

1 J

Az SQ és SQk értékekhez szüks 

zatban számítjuk ki.

2X . . - x) z ( X.. - X . .) + m ( x - x)
7 '--------- V-------- ’

0

2■ i - x)

( 143)

általában azonban a

képletből számitjuk.

- 2 - 2X x . . - N x
1 J

?ges mennyiségeket a XXVII, sz. táblá —

XVII. sz. táblázat.

Kezelések

I s m é 11

1 ... j ... n
^xi.

C
M

X‘l
2

X* 1 x.j
.2 

x.J x.n 2
x .n

1

i

•
•
rn

X11

Xil

Xml

2x „ „11

x2il

2
x ml

Xlj

X . .
1J

‘‘mj

2
X lj

2x ..- ij

2
X mj

x ,In

in

X mn

2
X In

x^.in

2X m

H
 

S
X 

X 
x

W
 

kJ 
H

Zxl2

<- 2 Ex..i

Tx2
m.

X Lx^ Zx.\ E x..
J
rx.- ^X’n

Ex.2 
n E x...

ij
sx2ij

X..
J x’l

-2
X -1 X.. 

J
- 2x. .

J
X. n

-2 x. n X Z X.2. 
J
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-2 NT-* 2 V -2x ; Nx ; m 2. x..
J

Az SQ számításában "N" elem vesz részt, a hozzátartozó szabadságfok

FG = N-1, ps igy a kísérlet szórásnégyzete:

_ , -x 2 2 -2F ( x.. - x) £x - Nx
SQ _ _ k|_______

N-l N - 1 N - 1___

Az SQ^ számításában " n" db eltérés szerepelt, a hozzátartozó szabad­

ságfok FG = n - 1, és igy a kezelésvariancia:

— — 2 — 2 — 2
„ SQ 22 ( x,. - x) m £ x.. - Nx

s2 - -i- - J ....................    ( 144)

FG n-l n-l____________k_____________________________________________

Az SQ^-hoz tartozó szabadságfokot az

FG = FG^ + F'G egyenlet alapján ( 145)

FG^ = FG - FG^ = ( nm-1) - ( n-1) = n( m-1)

különbség adja, és igy a hibaszórásnégyzet vagy hibavariancia:

SQ - SQk
H = FG - FG, k

Annak eldöntése céljából, hogy a kezelések 

( 146)

eredményeztek-e lényeges

eltérést, "F" próbával ellenőrizzük, hogy van-e eltérés a kezelésvariancia és 

a hibavariancia között:

2
k
2

S H

Ha F 1 vagyis a kezelésvariancia egyenlő a hibavarianciával, vagy 

még kisebb is, lényeges eltérésről nem lehet szó semmilyen szinten, és igy 

nincs szükség további számításra. Ha F 1 keressük az FG és FG^ sza- 

badságfoknak megfelelő Fp* kritikus értéket az előre felvett P -nak megfele­

lően, és ha
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F — F'p*' ;

ismét nincs szükség további számításra.

Ha viszont

2 2F > F ; s / s
________ _ K

( 148)

vagyis az "F" próba lényeges eltérést jelez, célszerű "t" próba segítségével 

ellenőrizni a kontroll számtani közepe és a többi kezelések számtani közepe 

közötti eltérést. Legyen a kontroll az egyes számú kezelés:

( 149)

2

A ( 149) -es képlet nevezőjében

let alapján irható fel, ha s

2 2
................... S1 S1 

levő szórás az s , » \ --------  + --------  kép­ei \ n n2

2
SH; ni = n2 = m:

A ( 149)-es képletben szereplő " t" eloszlású változóra felírható, hogy:

1
2_
m

1 - P*

P ( | x. - x.. I< t* s y ~) = 1 - P 
v ' 1 j 1 P H | m'

A tp^ s^ az a hibahatár, amelynél az | x.^ - x.. | eltérés abszo- 

lut értéke 1-P1' valószinüséggel lesz kisebb. Ezt az értéket legkisebb szignifi­

káns differenciának fogjuk nevezni és Sz.Dp-t -vei jelöljük:

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



127

SzDp* = tp* SH ( 150)

A legkisebb szignifikáns differenciát kifejezhetjük a kisérlet számtani kö­

zepének százalékaként is:

SzDp*
SzDp* % = 100 ——- % ( 151)
______________________x_____

A t * értéket az előre felvett P -nek és az FG -nak megfelelően ke- 

ressük ki. A "t" próba végrehajtása a szokott módon történik:

Ha | t | < tp* .

Ha | t ) > tp * .

xa. 
J

( 152)

Ha a kontroll és valamelyik kezelés számtani közepei között lényeges el- 

térés mutatkozik, a P szinten igazolható eltérést megkapjuk, ha a számított el­

térésből levonjuk a legkisebb szignifikáns differenciát:

dp* I x-i X‘j I_______ tp» sH m ( 153)

A kisérlet elemzésére felhasznált módszert egyszerű variancia- analízis­

nek nevezzük.

Már említettük, hogy az ismétlések száma megtervezhető. A ( 150) - as 

képletből kell kiindulnunk:

m ( 154)

Ugyanez százalékos adatok esetén:

m
tp* . STT %

2 ( —----------ü----- \
t SzDd» % >

2 ( 155)
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Példa:

20. Kocsánytalan tölgy csemeték természetes felújításával kapcsolatban 

egytényezős 4 kezeléses kísérletet állítottunk be 4 ismétlésben annak eldönté­

se céljából, hogy a sarlózás, nyüvés, körülárkolás a csemeték hossznövekedé­

sére milyen hatással van egy meghatározott idő alatt.

A kezelések: 1. kontroll 4 ism.

2. sarlózás 4 ism.

3. nyüvés 4 ism.

4. körülárkolás 4 ism.

A parcellák átlagait a XXVIII. sz. táblázatban találjuk meg, ahol azonnal 

számíthatjuk az SQ és SQ -hoz szükséges mennyiségeket is.
ke 11

XXVIII. sz. táblázat.

kezelések

is métléfeei^^^^

1 2 3 4

Sx?x‘l
2 x. ± X,2

2 x. 2 X.3 2 x. 3 X-4
2

X- 4

1 10,7 114,49 9,2 84,64 10,4 108,16 8,1 64,61 38,4 372,90

2 8,7 75,69 8,3 68,89 8,5 72,25 8,9 79,21 34,4 296,04

3 7,9 62,41 9,2 84,64 8,9 79,21 9,9 98,01 35,9 324,27

4 8,3 68,89 9,1 82,81 10,2 104,04 8,2 67,24 35,8 322,98

35,6 321,48 35,8 320,98 38,0 363,66 35,1 310,07 144,5 1316,19

x.j cm 8,90 79,21 8,95 80,10 9,50 90,25 8,78 77,09 9,031 326,65

-2 -2N = 16; x = 9,031 cm; x = 81,559; Nx = 16 . 81,559 = 1304,944;

— 2 — 2 2m = 4; í x .. = 326,65; m£x ..= 4.326,65= 1306,60; 5~ x ..= 1316,19;
J J 1J

2 -2
S0=£x„ - N X = 1316,19 - 1304,94 = 11,25

1J

FG = N - 16 - 1 = 15

2 s SQ_ 
FG ~

11,25
15 = 0,75

1306,60 - 1304,94 = 1,66- 2 -2m£x.. - N x
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FG, = n - 1=3 k

2
k

S?k 1.66 = 0,55FG, " 3 k

SQh = SQ- SQk = 11,25 - 1,66 = 9,59

FG„ = FG - FG, = 15-3 = 12 H k

2 S?H

S H = fgh =
9,59

12 0,799

2
S k _ 0,55 .

2 X ’
s „ 0,799

rr

mivel az F< 1 ,

vagyis a kezelésvariancia kisebb a hibavarianciánál, a kezelések semmiféle lé­

nyeges változást nem eredményeztek. További számításokra szükség nincs.

Példa;

21. A 20-as példában 4 ismétlést alkalmaztunk. Számítsuk ki a SzDpf% 
értékét = 5%-os szinten és állapítsuk meg, hogy ugyanekkora P* % mel­

lett az ismétlések számát hányra kell emelni, ha az SzDp -t 10 %-ra akarjuk 

csökkenteni.

P*= 0,05 ; m = 4 x = 9,031 cm; 0,799^0,883 cm

FGh = 12 ‘ *0,05 2,2

SzE>0,05 ~ S.05 SH ] m
o n i 2 2,2 . 0,883 _ „„= 2,2 . 0,883 ■ ■ = —* -—1-------= 1,37 cm

SzD0,05% = 100
SzD0,05 _ 137

x 9.031
15,2 %

s. 88,3
100 —= ----------  ^9,8 % ;

x 9,031
SzD0,05* * 10 *•
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tp*sH°/c p 2,2 • 9,8 2 2
m = 2 (s^D-jr) = 2 <--------15----- > = 2 • (2’16) = 2 • 4’65 =

x Z_* 1—x—-{jk'" yx

= 9,3 10 ismétlés

4.12 A kettős varianciaanalízis

Előfordulhat, hogy a blokkokban nem sikerül a hozzávetőlegesen azonos 

körülmények biztosítása, A kezelések közötti eltérések mellett lehetőség nyilik 

a blokkok közötti eltérések ellenőrzésére a kettős varianciaanalízis alkalmazá­

sával.

Ebben az esetben az SQ eltérésnégyzetösszeget három részre bontjuk,az 

S0T, és SQ mellé belép a blokkok közötti eltérések négyzetösszege, amely- rS._____ H

nek jele SQ . B

SQ = SQk + SQb + SQh ( 156)

Az SQ számítása teljesen az SQ -hoz hasonlóan történik: B K

— - 2 2 -2SQb = n2r(x., - x) = n£ x . - Nx (157)

Mivel az SQB számításában "n" db blokkátlag vesz részt, a szabadság­

fok

FGb = n-1 (158)

Az SQt, és SQ -hoz szükséges mennyiségeket a XXIX. táblázatban számítjuk, rx H

Az SQ -t és ennek szabadságfokát FG -t az egyszerű variancia anali- H FI
zishez hasonlóan kapjuk:

SQh = SQ- (SQk + SQb) ; FGH = FG - (FGr + FGB) ( 159)

Példa:

22. Vizsgáljuk meg kettős variancia-analízissel, hogy azon kísérletben - 

melynek adatait a XXX. sz. táblázat tartalmazza - a kezelések és a blokkok 
között van-e lényeges eltérés.
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XXIX. sz. táblázat.

'x K

B
1 • • • j • • • n

£xi. / x. /
i. /
/- ‘2
/ x
/ 1‘

1

Xl. X11 X13 x^ „14 Ixl. xl.

2 
Xl.

2
X11

2 x.. 2
X14

CM

vH 
X 

IN -2
X 1.

• 
•

i

X.
1. Xil X..

IJ
X.in Xx.i. x.,1.

2
x .i.

2 x.
1

2 x..
ij

2 x.in
Xx2.

i.
-2 x .

i.

0 
e

m

x m. Xml X . mj x mn £. x m. X m.

2 xm.
2x ml

2x mj x mn
v 2-Z x m.

-2x m.

ix.. £x.j Six.. £xn ^x.. 
ij

2V x. ..
J

2 £x. x 2 2.X.. ^2n 2
Vx ..

ij

x.. 
J X‘l X.. 

J
xon X

- 2 x..
J .X

1

H
 ro - 2 x. .

J
-2
x ’n

-2 x X 0.
J
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XXX. sz, táblázat.

B

K
1 2 3

2
4

x.e /

Ex..

X. /i. 
/ X .

1
Xl.

2
Xl.

7,8

60,84

11,7

136,89

8,5

72,25

9,0

81,00

37

350,98

9,250

85,5625

2 CM 
CM

* 
CM

15,2

231,04

13,3

176,89

10,9

118,81

12,4

153,76

51,8

580,50

12,960

167,7025

3
X3.

2
X 3.

10,4

108,16

12,0

144,00

9,7

94,09

13,2

174,24

45,3

520,49

11,325

128,2556

4
X4.

2
X4.

11,9

141,61

12,4

153,76

13,1

171,61

13,9

193,21

51,3

660,19

12,825

164,4806

Z x..
______ J____

45,3 49,4 42,2 48,5 185,4

CM

x" 541,65 611,54 456,76 502,21 2212,16
-2 546,0012 = £x.

1.
x..

J
11,325 12,350 10,550 12,125 11,5875

- 2 
x.,

j • 128,2556 152,5225 111,3025 147,056 134,2702 -2539,0962=Tx..
J

XT -2 N x = 16. 134,2702 = 2148,3232 í 2148,323

m£ x.j^ = 4. 539,0962 = 2156,3848 ?ü 2156,385

r- 2 
n£xí. = 4. 546,0012 = 2184,0048 -« 2184,005

2 -2SQ = £x.. - N x = 2212,16 - 2148,32 = 63,84

FG = N- 1 = 16-1 = 15

— 2 — 2SQtz. = míx.. - N x = 2156,385 - 2148,323 = 8,062 8 06K j

FGk = m- 1=4 - 1=3
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Kezelések:

Blokkok:

A kettős

S?B

fgb

S?H

2 s

2

2
H

- 2 -2n£x - N x = 2184,005 - 2148,323 = 35,682 ^35,68

n - 1=4 - 1 = 3

SQ - (SQk + SQb) 63,84 - ( 8,06+35,68-) 20,10

Fg - ( FG

SQ

S?B

SQ.

H

2

2
S H

AJ 4 • 
0,05 ’

F

2
5 B

2
S H

■&. 4 :
0,05 ’

B'

8,06
—— & 2,69

35,68
3~

20,10
~9

2^2.
2,23

11,89

1,21 ;

0,05 ’

11,89 
---------- **5,33 ;
2,23

0,05’

variancia analízis a kezelések

15 - ( 3 + 3)

3 ;

9

H 9

2 s s2

B

2
B

3 ; H 9

2
S H

között nem mutat

a blokkok között igen. Tehát nem sikerült a blokkokban 

körülményeket. A XXX. sz. táblázatban a blokkátlagokat 

hogy az l.-es blokk "kiugrik" a többi közül. Vizsgáljuk 

blokk-átlagok eltéréseit páronként.

lényeges 

biztosítani

eltérést, de

az azonos

összehasonlítva látszik,

meg a "t" próbával a
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. r 2
SzD0,05 = l0,05 M n ’ n = 4 ; s = V 2,23 = 1,49 cm;

H 1

H 9 . . . t0,0 5 2,3

SzD = 2,3 . 1,49 1 | - ^2,43 cm
0,05 J 4 2

I x - x I = I 9,25 - 12,95 I = 3,70 cm > SzD x ± x
' _L« • I I ' VJ VJ O _L

í x„ - x I = I 9,25 - 11,33 í = 2,08 cm < SzDn . c
* 1. 3. I I ’ 1 ’ 0,05

I x^ - x4 J = | 9,25 - 12,83 | = 3,58 cm > SzDQ>05 x^A

|x2> IX
 1 = j 12,95 - 11,33 | = 1,62 cm <: SzD0,05

|x2. 1 X
I 1 12,95 - 12,83| = 0,12 cm < SzD0,05

1*3. - *4.1 = | H,33 - 12,83| = 1,50 cm <C SZDO,O5

z X XX X TÍF

Az 1-es blokk atlaga a 2-es es a 4-es blokktol lényegesen elter P = 0,05 

tévedési szinten. Ha az " F" próba a kezelések között eltérést mutalna, cél­

szerű volna az 1-es blokk nélkül az egyszerű varianciaanalízist mégegyszer 

elvégezni.

A véletlen elrendezésnek sok előnye van. Amellett, hogy legolcsóbban 

kivitelezhető, eleget tesz az elméleti követelményeknek. Utólag bármely keze­

lés, vagy blokk kihagyható az értékelésből, bármily kezelés csoport külön-kü­

lön is értékelhető, szükség esetén a kisérlet többtényezőssé is átalakítható, e- 

zenkivül az esetleg kiesett érték is pótolható számítással.

4.13 A kísérletben hiányzó érték pótlása

Hiányozzék egy " n" kezelésű és " m" ismétlésü véletlen elrendezésű kí­

sérletből egy elemünk valami ok folytán. Jelöljük a hiányzó elemet "x"-el. A 

feladatunk ezen "x" elem meghatározása. E végből jelöljük az "x"-et tartalma­

zó kezelés "x" nélküli összegét -vei, az "x"-t tartalmazó ismétlés
i Xi

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



135

(blokk) "x" nélkül vett összegét *5" xj-vel, a kisérlet összegét "x"~ 
y

N-1y Xj.-vel es írjunk fel belőlük egyenlőséget:

m-1 m~i m-1
n (£ x. + x) + m ( £ x. + x) ££> £~ x.. + x + mnx

1 1 1 J 1 1J

nélkül

ebből ki kell fejeznünk "x"-et

zn-y n-y
n TI x. + m v x. +

1 1 7 J
nx + mx

H-1
x.. + x + mnx

1 «

m-1 n-1 N-i
n 5~ x. + m V x. - 5* x.. x ( mn-n-m+1)

1 J ij
1 1 1

rr>-l n V- y
nXx. + m S~ x. - £ x,.«fc x ( m- 1) . ( n-1)

1 1 7 J -/

m-y n-1 N-1
n . x. + m $r x. - T x..

y 1 7 J i y
x -------------------------- - --------------------  (160)

( m - 1) . ( n- 1)

Példa:

23. Számítsuk ki a XXXI. sz. táblázatban szereplő kísérletnél a hiányzó 

"x" értéket.

XXXI. sz. táblázat.

^Xkezelés

blokk
1 2 3 4 £

1 X 9,165 10,365 8,100 27,630

2 8,745 8,255 8,505 8,895 34,400

3 7,880 9,175 8,950 9,895 35,900

4 8,335 9,135 10,190 8,155 35,815

24,960 35,730 38,010 35,045 133,745

m-1 m-1

5Z x. = 24,960; n = 4; n £ x. = 4 . 24,960 = 99,840
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n-1 n~i
r x. = 27,630; m = 4; m í x. = 4 , 27,630 = 110,520 
1 J -/ J

V-7
Ex.. = 133,745; ( m-1) . ( n-1) =9

m-i f'-l N-1
n £ x. + m E x. - £ x..

y 1 y J y
(m-1) (n-1)

110,520+99,840 - 133,745

= 2^615. = 8)513

4,14 A kisérlet pontosságának ellenőrzése

A kisérlet

rással számított

pontosságának ellenőrzésére fel szokták használni a hibaszó- 

variációs koefficienst:

100 . s 
------------- y» %

Ez az érték azonban a kisérlet természetétől függ, különböző tipusu kí­

sérleteknél más és más. Kialakult skálával erdészeti és faipari kísérleteket il­

letően még nem rendelkezünk. Ezért előnyösebb a kisérlet pontosságának mé­

résére a kisérlet hibahatárát felhasználni, amelynek képletében a kisérlet szó- 

rása helyett a hibaszorasat használjuk fel, es a t -t az FG -nak megfelelő- 

en Írjuk ki a táblázatból:

( 161)

Ezt a hibahatárt a kisérlet számtani közepének százalékában is kifejezhetjük:

100 A
d „ % = -------------------- %

11 —
________ X

( 162)

Erre az értékre ugyanaz érvényes, mint a mintánál már említettük, hogy
általában a d %■ az 

r~i 5%-os tévedési szinten ne haladja meg az 5%-ot.
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Már szó volt arról, hogy a kísérlet elemszáma megtervezhető. A képlet le­

vezetésénél a (162)-esből indulunk ki.

100 tP>?SH _ V SH % 

x (7T í~n

fp* SH *

( 163)

A tp*-kikeresésénél az FG^-t használjuk fel, illetőleg ha ez nem áll ren­

delkezésre, FG = 10-el dolgozunk. r~i

Példa:

24. Ellenőrizzük a 22-es példában szereplő kísérlet pontosságát, majd ál­

lapítsuk meg, hogy mekkora "N" mellett lehetne a A %-ot 5 %-ra leszorítani,

s = 1,49 cm; n = 16; FG = 9 . . . t íí 2,3H H 0,05

. SH 1 49
A = t*—~ = 2,3 -^5==- = 0,856 0,86 cm

H P <N {16

x = 11,59 cm;

A %
H '

100 J . T
____________ H

X

86
11,59 7,4 %

100 SH 
% = 5 %; s % = ---------- --

11 — 
X

149

11,59 ^12,9 %;

FGh = 9 . . . tp* 2,3
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t * s % 2,3 . 12,9 %; 9
N = ( J"—) = (------------- ) = 5>94 ^_25_

Mivel a kezelések száma 4 célszerű a 35-öt 36-ra kerekíteni. így az ismétlé­

sek száma 9 lesz.

A kisérlet elemzésénél szereplő elemek általában már átlagértékek. A mi 

példáinkban parcella átlagok voltak, tehát 20-20 facsemete megfelelő méreteinek 

átlagai. De lehettek volna egy-egy forgácslapból készített 10-20 próbatest meg­

felelő jellemzőjének átlaga is. Felmerül a kérdés, hogy a kísérletben szereplő 

átlagokat hány elemű mintából számítsuk. Ennek megállapításánál a ( 118) - as 

képlet szerint járunk el. Természetesen a kísérletben szereplő minden átlag 

mögött egyforma elemszámú mintának ( parcellának) kell állnia.

4.2 Latinnégyzet kísérletek

Már említettük, hogy elhelyezhetők a kezelések szisztematikusan is. Pél­

da erre a latinnégyzet módszer, amikor az ismétlések száma a kezelések szá- 
2mával megegyezik m = n és igy N = n . Minden kezelés soronként és oszlo­

ponként csak egyszer szerepel, igy minden sor illetve minden oszlop az ösz- 

szes kezelésnek teljes ismétlése (31. sz. ábra) .

Oszlop:

1. blokk

2. "

3. "

4. "

5. "

1 2 3 4 5

K1 K2 K3 K4 K5 _

K3 K4 K2 K5 K1

K4 K1 K5 K2 K3

K5 K3 K4 K1 K2

K2 K5 K1 K3 K4

31. sz. ábra.

5x5-ös latinnégyzet elrendezése

Leggyakrabban alkalmazzák az 5 x 5-ös és 6 x 6-os, ritkábban a 7 x7- 

es és 8 x 8-as elrendezéseket. Ennek az elrendezésnek az előnye a véletlen 

elrendezéssel szemben, hogy a talajegyenlőtlenségeket jobban kiküszöböli. Hát­

ránya viszont, hogy több tényező esetén terjedelmes és bonyolult. Itt ellenőriz­

zük a blokkok közötti, a kezelések között, mivel a kezelések nem esnek egy
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oszlopba, az oszlopok közötti eltéréseket és a véletlenből adódó hiba eltérést.

Tehát az eltérés négyzetösszeget itt 4 részre bontjuk:

SQ = SQh + SQk + SQb + SQq

FG = FG„ + FGt. + FG + FGn
ET K U

( 164)

n - -2 n - 2 -2
SQq = n£(x,.-x) = n í x.^ - N x FGq = n-1

_ o _ o _ 9
SQ = n £ (x - x) = n £ x - N x ;

B . y i. y b
FGB = n- 1

SQK
n - -2 n -2 -2

n £ ( x^ - x) = n £ x - Nx ;
y 1

FGR = n - 1

SQh = SQ - (SQ0 + SQb + SQk) ;

2 2FGIt = FG - ( FG_ + FGn + FG ) = n -1 - 3 ( n-1) = n -3n+2 =U zd ív.

= jn-1) ( n-2)

Példa:

25. Elemezzük a XXXII. táblázatba foglalt 5 x 5-ös latinnégyzet kisérle- 

tet, A kezeléseket indexszel ellátott "K"-val jelölöm.

XXXII, sz. táblázat.

^XOs zlo p

Blokk 1 2 3 4 5

1 45 K1 33 K2 35 K3 34 K4 43 K5

2 42 K3 46 K4 38 K2 39 K5 36 K1

3 38 K4 44 K1 44 K5 28 K2 35 K3

4 31 K5 39 K3 42 K4 35 K1 30 K2

5 41 K2 37 K5 45 K1 48 K3 42 K4
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Az SQ értékekhez szükséges mennyiségeket a XXXIII. sz. táblázatban 

számítjuk.

XXXIII. sz. táblázat

0
B

1 2 3 4 5 ^2 
XXi-

x.

x ..
1

ZxK XK 
J>^X K

1
Xl* 45

1
33 35 34 43 190 38,0 205 41,0

2 xr 2025 1089 1225 1156 1849 7344 1444 K1 1681

2
x2. 42 46 38 39 % 201 40,2 170 34,0

2x 2. 1764 2116 1444 1521 1296 8141 1616*04 K2 1156

3
X3. 38 44 44' 28 35 189 37,8 199 39,8

2x 3. 1444 1936 1936 784 1225 7325 1428,84 K3 1584,04

4
X4* 31 39 42 35k 1

30 177 35,4 202 40,4

2
X 4- 961 1521 1764 1225 900 6371 1253,16 K4 1632,16

5
X5* 41 37 45K± 48 42 213 42,6 194 38,8

2
X 5' 1682 1369 2025 2304 1764 9143 1814,76 K5 1505,44

Sx.. 197 199 204 184 186 970
- 2 

7554,8-Xxf 52x^=755^64

x>. 
J

39,4 39,8 40,8 36,8 37,2 x = 38,8 X2 * = 1505,44

Ex. 2 
j

1875 8031 8394 6990 7034
p

38324 =27x ..

- 2X..
J

1552/36 1584,04 1664,64 1354/24 1383,84
— 2

7539,12 =£ x

_ p _ p
N x = 25 . 1505,44 = 37636; ni x = 5 , 7539,12 = 37695,6;

r- - 2 <----n L. x.. = 5 . 7556,80 = 37784; n£xK = 5 • 7558,64 = 37793,2;

2 - 2
SQ = Tx .. - N x = 38324 - 37636 = 688
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2 sFG - N-l ■ 25-1 - 24; SQ 686
FG “ 24 28,67

sqb = _2 n£x. - N x = 37784 - 37636 148

FGn = n - 1 = 4;
JZj

2 _ S(,)B 148
S B " FG = 4

Jt>
= 37

2 2SQ0 = n£x. - N x = 37695,6 - 37636 = 59,6

2 S% 59’6
FGq = n - 1 = 4; s Q = = 14,9

-2 -2SQk = níx - N x = 37793,2 - 37636 = 157,2

SQ 157,2
FGK = n - 1 = 4; s R = —- = = 39,3

K

SQ SQ- (sqb+sqo+sqk) 688 - 148 - 59,6 - 157,2 = 323,2H

FGtI = ( n-l) ( n-2) = 4.3 = 12; r4

SQ 323,2
__ ____

= FGU = 12r4
26,93

s2 39,3
F = — = ----------  = 1,146

s u 26,93r4

FGk = 4; FGH = 12 . . . . F 3,3

F< F0,05

5%-os szinten a kezelések között lényeges eltérés nincsen. Ezenkívül

2 2 2
mind az s „ mind az s „ kisebb mint s igy minden további számítás nél-B 0 K

kül is megállapítható, hogy ezen a szinten a blokkok, illetőleg az oszlopok

között nincs lényeges eltérés. Még ellenőrizzük a kisérlet pontosságát:

sTI = l| 26,93 5,09; N = 25; FG„ = 12 ... .t_ = 2,2
H " H 0,05

A= t*-== 2,2 2,24 ; x = 38,8;
H P u XT 5
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100 224
J °/o = ----------------- = --------  & 5,8 % > 5 °/i

H x 38,8 -----------------------

Tervezzük meg az elemszámot 5%-os hibahatárhoz:

100 s Q
A °X = 5%; s % = ---------- = = = 13,2 %

H H x 38,8

FGh = 12 . . . tp* = 2,2;

t *
N = (-^~

2 2,2 . 13,2 % 2 2 2
» 6

5%

Tehát 6 x 6-os elrendezéssel a A t % hibahatárt 5°/c- alá szoríthattuk volna, bi

5. Korreláció és trendszámítás

5.1 A kétváltozós korreláció

Tanulmányaink során már találkoztunk két változó mennyiség között fenn­

álló olyan kapcsolattal, mikor is a független változó adott számértékéhez a füg­

gő változónak meghatározott értéke ( esetleg több meghatározott érték) tartozott. 

Az ilyen kapcsolatot függvény-kapcsolatnak neveztük ( 32/a ábra) . A valószi­

nüségi változók közötti kapcsolat általában olyan, hogy a "független változónak" 

adott értékeihez a "függő változónak" csak átlagos értékei tartoznak. Az ilyen 

kapcsolatot sztohasztikus kapcsolatnak, vagy korrelációnak nevezzük, A korre­

láció tehát minden olyan összefüggés amely a függetlenség és függvénykapcso­

lat között van.

Mivel az erdővel és a faiparral kapcsolatos természeti, biológiai és gaz­

dasági jelenségek egymással kapcsolatban állnak, a törvényszerűségek feltárá­

sa szempontjából komoly jelentősége van a statisztikai összefüggések ( korrelá­

ció) vizsgálatának.

A statisztikai összefüggések vizsgálata két változós mintavétellel kezdő­

dik, amelynek eredményeként két megfigyelési sorozat, (vagy gyakorisági sor) 

áll rendelkezésünkre. A két megfigyelési sorozat összetartozó értékpárjainak 

megfelelő pontokat korrodinata rendszerbe felhordva, úgy, hogy a "független 

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



143 -

változó" értékeit a vízszintes tengelyre, a "függő változóét" a függőleges ten­

gelyre mérjük, korrelációs diagramot ( 32/ b. ábra) kapunk. A korrelációs diag­

ram útbaigazítást ad a többi munkát illetően. Az összefüggés-vizsgálat célja 

ugyanis, hogy a független változónak ( x.) a " függő változóra" ( y ) gyakorolt

hatását vizsgálja. Ezt a hatást általában két szempontból elemezzük. Egyik szem­

pont a kapcsolat szorosságának mértéke, amit a korrelációs együtthatóval ille­

tőleg a korrelációs indexszel mérünk. A korrelációs együttható, illetőleg a kor­

relációs index számítása a korreláció-számítás. A másik szempont az össze­

függés tendenciája, vagyis az, hogy a "független változó" adott értékéhez átla­

gosan a "függő változónak" mekkora értéke várható. Másképpen kifejezve hogy 

a korrelációs diagramm pontjaira milyen függvény illeszkedik a legszorosabban. 

Azt a függvényt amelytől számítva a korrelációs diagram pontjainak a szórása 

a legkisebb, regressziós függvénynek nevezzük, ennek számítása a regresszi­

ós elemzés. A korreláció-számítást és regressziós elemzést általában együtt 

végezzük el a legkisebb négyzetek módszerének alapján, ezért együtt is fog­

juk tárgyalni.

y

° o 
o o

O o
o

—-------------------------x
b./

32. sz. ábra.

a/ Éüggvénykapcsolat b/ Korreláció

Az említett analitikus módszeren kívül az összefüggés vizsgálatnak szá­

mos közelitő módszere ismeretes, amelyekre itt nincs módunkban kitérni.

5.11 Két megfigyelési sorozat közötti lineáris összefüggés elemzése kevés a­

dat esetén

Ha a korrelációs diagram pontjaira a legjobban illeszkedő függvény egye­

nes, lineáris korrelációról beszélünk ( 35, ábra) , Ekkor a függvényt regresz- 

sziós egyenesnek nevezzük.
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Az elemzés célja a regressziós egyenes egyenletének meghatározása,majd 

a korrelációs tényező kiszámítása. A regressziós egyenes egyenlete:

Y - b x + a

Az egyenletben nem ismerjük "a" és " b" értékét, ezek számításánál ab­

ból indulunk ki, hogy annak az egyenesnek az egyenletét keressük, amelytől az

y.) pontok y irányú szórása és igy természetesen az eltérés négyzetösz-

szege is minimális (33. sz. ábra) .

Az ( y - Y.) eltérések négyzetösszege kell, hogy minimum 
legyen

2
£ ( y. - Y.) = min. de Y.-t aP pont koordinátáival kifejezve Y. =

= b x. + a teháti

x. ( y. - bx. - a) = mm.

•

Keressük azon "a" és " b" értéket, amelyek mellett az eltérésnégyzetöszs- 

szeg minimumban van. A kétváltozós függvények maximum-minimum számításához 

hasonlóan számítjuk a függvénynek "a" és " b" szerinti parciális differenciálhá­

nyadosait, és azokat zéróval tesszük egyenlővé. Az igy kapott egyenletrendszer 

megoldása szolgáltatja a keresett " a" és " b" állandók értékét.

2
a r( y. - a - bx)
---------------ZTT"------------------ = 2l(y.-a -bx.)(-x.) = 0 db------------------ ■’i r ' r
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2
Q E ( y, - a - bx ) ~ 

---------------- --------------------- = 2 £ ( y - a - b x ) ( -1) = 0
a 

2
£( b x . + ax. - x, y.) = 0

' i i i J v

£(b x. + a - y.) =0

2
b 2. x i + a £ x - £ X|Y| = 0

b£x. + an-£y. = 0

2
b. £ x . + ajFx. = Ex. y.

b £ x. + a n = £ y. ( 165)

A ( 165) egyenleteket normál egyenleteknek nevezzük, ezekből először a 

" b" tényezőt számítjuk, amely a regressziós egyenes iránytangense, és ame­

lyet regressziós együtthatónak neveznek:

£ ( Xj - x) . ( y. - y)

( x. - x) 2

A£(x. - x) . (y. - y) = x. y. - n x y eltérésszorzat összeget SP-
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vei jelöljük, A regressziós együttható tehát

Az "_a"-t legkönnyebben úgy határozhatjuk meg, ha a regressziós egye­

nes egyenletét az ( x ; y) pontra felirjuk:

b x + a , a = y - b x

A regressziós egyenes egyenlete tehát:

( 166)

Az alkalmazott minimum-számítási módszert a legkisebb négyzetek elvének 

nevezzük.

Ezt a módszert eddig elméletileg nem sikerült indokolni, a kétváltozós függ­

vények relatív szélsőérték számításához csupán hasonlóan történik. A statisz­

tikában alkalmazva azonban a gyakorlat hasznos eredményekkel bizonyította a 

módszer létjogosultságát.

A regresszió akkor lineáris, ha a korrelációs diagramm P ( x ; y ) pont­

jainak szórása a regressziós gyenestől számítva a legkisebb. Vagyis ha ezek­

re a pontokra jobban illeszkedik az egyenes, mint valamely más függvény. En­

nek ellenőrzésére számítjuk a regressziós becslés szórását. Ezt egyenes ese­

tében úgy kapjuk, hogy a pontoknak az egyenestől vett "y" irányú eltérésnégy-
2

zet összegét SQ =2T(y. - Y.) osztjuk az FG = n-2 szabadságfokkal ( Y. - 
y * * y i

ben " a", és " b" állandó szerepel) , majd az igy kapott hányadosból négyzetgyö­

köt vonunk:

( 167)
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A megfelelő variációs koefficiens:

100 s 
sy % = ---- %

y

ezt néha használják a regressziós becslés ellenőrzésére. Azonban általában a.

( b - [i> ) különbségből és ennek s^ szórásából képzett

I _ b - /3 
Sb

"t" eloszlású valószinüségi változót használjuk fel. Ahol a fb a "b" változó 

várható értéke, /> = 0; s^ pedig a regressziós koefficiens szórása:

% (-3)

Ha 1 b ,-/3|.

Sb
íé tpK- akkor a regressziós koefficiens P’ szinten véletlen­

állapítani,

az FG. n- 2 szabadságfoknak megfele-

hogy a kapcsolat lineáris, kiszámíthatjuk a

szerű.
Ha azonban —13 ~ akkor a regressziós koefficiens P* szinten

Sb 
szignifikáns ( megbizható) .

lően Írjuk ki.

Azt már meg tudjuk

regressziós egyenes egyenletét. De a kapcsolat szorosságára vonatkozóan még 

nem sokat tudunk. A kapcsolat szorosságának mérésére a korrelációs tényező 

szolgál. Ennek számításánál a 34. sz. ábrából indulunk ki:

A regressziós egyenes felírható, mint a P ( x ; y) ponton átmenő egyenes

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



148

Minél szorosabb a két változó közötti kapcsolat, annál közelebb esnek az

(x. ; y.) pontok a regressziós egyeneshez, és az egyenes ( x. ; Y.j pontjai "y" 

irányú eltérésnégyzet-összegének és az ( x. ; y.) pontok "y" irányú eltérésnég/- 

zet-összegének hányadosa annál jobban közeledik 1-hez, amit függvény kapcso­

lat esetén ér el. Ha a pontok távolodnak az egyenestől, az előbbi hányados zé-
2 róhoz közeledik. Jelöljük ezt a hányadost r -el.

2 2 (Yi - y)2
r = -----------------------r— ; de Y. - y = b (x. - x) :

St^-y)2 1 1

2 s[b (- *)] 2 £ (X, - x) 2 SQX

r ° 2 b ( -x2bSQ~
2 (yj - y) 52 (yj - y) y

2 SQ 2SP vx _ SP 
SQ2 SQ SQ SQ

x Ty Tx Ty

2 x ,i -bol negyzetgyokvonassal kapjuk a korrelációs tényezőt, amely alkalmas a li­

neáris kapcsolat szorosságának mérésére:

( 169)

kevés adat esetén, mikor az adatpárok száma n 30-nál:

<■* ( — \ 2 V— 2 — 2SQ =2.1 x. -x) =Ix.-nx

cin V l ~\ V 2 ~2
SQy =£(yi-y) = £y . - n y

SP =£(x. - x) . (y. - y) = 2 x. y. - n x y

A korrelációs tényező értéke:

1 r 1
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A kapcsolat mértékére a XXXIV. sz. táblázat közöl fokozatokat.

XXXIV. sz. táblázat.

r értéke a kapcsolat szorossága

r = 0 nincs kapcsolat

| r | < 0,4 gyenge kapcsolat

0,4< | r|£ 0,6 közepes kapcsolat

| r | > 0,6 határozott kapcsolat

| r | = 1 függvény kapcsolat

Ha r > 0, x. növekedése i
Ha r < 0, x. növekedései

ve negatív korreláció, ( lásd a

az y. növekedésével jár, 

az csökkenését vonja 

33. sz. ábrát) .

ez pozitív korreláció. 

maga után, ennek ne-

a/ b/

33. sz. ábra.

a/ pozitív korreláció; b/ negatív korreláció

A korrelációs tényező megbízhatósága függ attól, hogy hány pont alap­

ján számítottuk. Megbízhatóságának ellenőrzését úgy végezzük, hogy kikeres- 

sük a XXVII. sz. táblázat FG = n-2 szabadságfoknak megfelelő sorában és a 
x XX XX X X XX XXP tevedesi valoszinüsegenek megfelelő oszlopában levő kritikus értékét, 

és ha

M-rp* (170)

X XX XXXP vagy annál kisebb a valószínűség annak, hogy az " r" értékét vetetten foly­
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tán adódjon ekkorának, tehát ezen a szinten a kapott mértékű kapcsolat szigni­

fikáns, Ha viszont

I r |< rp* ( 171)

p* szinten a kapcsolat mértéke nem megbízható, nem szignifikáns.

A regressziós egyenes illeszkedésének mértékét a korrelációs indexszel 

mérhetjük. A lineáris regressziónál a korrelációs index egyenlő a korrelációs 

koefficienssel, azonban a korreláció előjelét nem mutatja.

Jele: . Az SQy felbontható két részre:

SQy =£(y. - y)2 =T(y. - Y. + Y. - y) 2 =

= £ [ ( Yi - Y.) + ( Y. - y) J 2 =

= Z [( yi - Y.) 2 + 2 ( y^Y.) . ( Y.-y) + ( Y.-y) 2 ] =

= £ ( y.-Y.) 2 + 2Z Y. ( y.-Y.) - 2y£ ( y.-Y.) +£ ( Yfy) 2=

L---------y---------- ‘ '----------y------- '
0 0

■ E (yrv.)2 * £ ( y.-9) 2

zz \ 2
Az egyenletből 2_ ( Y. - y) - et kifejezve:

X(Y. - y) 2 - E(y. - y)2 - £ (y. - Y.) 2

— 2Az egyenletet £7 ( y^ - y) -vei elosztva:

Z(Y.-y)2 X(y. - Y.) 2
-----------1------ — = 1 - ------------------ =■—
Z (yj - y) z (y, - y)
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Lineáris regresszió esetén ha az egyenest is számitjuk előnyösebb a kor­

relációs indexet számolni, ez a kapcsolat szorossága mellett az illeszkedés mér­

tékét is jellemzi. Természetesen ha az összefüggés csak közel lineáris, az " r" 

és 9 között eltérés van.

XXXV, sz. táblázat.

rp^t- kritikus értékek

P*

FGX. 0,1 0,05 0,02 0,01 0,001

3 0,81 0,88 0,93 0,96 0,99

4 0,73 0,81 0,88 0,92 0,97

5 0,67 0,75 0,83 0,87 0,95

6 0,62 0,71 0,79 0,83 0,92

8 0,55 0,63 0,71 0,76 0,87

10 0,50 0,57 0,67 0,71 0,82

13 0,44 0,51 0,59 0,64 0,76

16 0,40 0,46 0,54 0,59 0,71

20 0,36 0,42 0,49 0,54 0,65 '

30 0,30 0,35 0,41 0,45 0,55

40 0,26 0,30 0,36 0,39 0,49

50 0,23 0,27 0,32 0,35 0,44

70 0,20 0,23 0,27 0,30 0,38

100 0,16 0,19 0,23 0,25 0,32

Példa

26. Elemezzük a kocsánytalan tölgy csemeték bizonyos idő alatti növeke­

désének mértéke és az anyaállomány záródása közötti összefüggést. A záró­

dás mértékét jelző értékeket a XXXV. sz. táblázat x. oszlopában, a növekedés 

mértékét jelző adatokat pedig az y. oszlopban találjuk meg. Ugyanebben a táb­

lázatban számitjuk az SP, SQ és SQ képletében szereplő mennyiségeket.x y
A korrelációs diagramm pontjainak elhelyezkedése mutatja, hogy a kap — 

csolat lineáris. (25. sz. ábra) ,
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XXXVI. sz. táblázat.

i X.
1 yi

cm
Xi yi

2 x ,i
2 

y i

1 0,00 21,7 0,000 0,0000 470,89

2 0,20 17,1 3,420 0,0400 292,41

3 0,30 14,0 4,200 0,0900 196,00

4 0,40 12,2 4,880 0,1600 148,84

5 0,53 12,9 6,837 0,2809 166,41

6 0,56 10,7 5,992 0,3136 114,49

7 0,66 9,2 6,072 0,4356 84,64

2,65 97,8 31,401 1,3201 1473,68

i 9 p. k ' _ 9
—- = ■ = 0,3786^ 0,38 ; x = 0,1433n 7 ’

2- yi 97 8 -2 -= ■ ■ |O = 13,9714 & 13,97 ; y = 195,2000 
n----7

SP=£Lx.y. - nxy = 31,401- 7.0,3786.13,9714 = 31,401- 37,027 =

9 _ 9
= - 5 626; SQ = 5*x , - n x = 1,3201 - 7.0,1433 = 1,3201 - 1,0031 =0,317T ’ Yx 1

SQ = £ y2. - n y2 = 1473,68 - 7 . 195,1000 = 1473,68 - 1366,40 = 107,28

i_ SP 5,626 „
b = “SQ~ = " '0^17 = ’ 17’7476 ~ 17-75.

a = y - b x = 13,9714 + 17,7476 . 0,3786 =

= 13,9714 + 6,7192 = 20,6906 20,69; Y = bx + a;

Y = - 17,75 x + 20,69

Az s^, és értékekhez szükséges mennyiségeket a XXXVII-es táb­

lázatban számítjuk:
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XXXVII. sz. táblázat.

i x.i
bx.i Y.i yi y.-y.i i

(y.-Y.)2
' i r

1 0,00 0,00 20,69 21,7 1,01 1,020

2 0,20 -3,55 17,14 17,1 -0,04 0,002

3 0,30 -5,32 15,37 14,0 -1,37 1,877

4 0,40 -7,10 13,59 12,2 -1,39 1,932

5 0,53 -9,41 11,28 12,9 1,62 2,624

6 0,56 -9,94 10,75 10,7 -0,05 0,003

7 0,66 -11,71 8,98 9,2 0,22 0,048

2L 7,506

SQy = 7,51; FGy = n - 2 = 5

s 100 123
s % = —------ = ----------  = 8,8%

Y y 13,97

A pontok tehát 8,8 %-ban térnek el az egyenestől.

SQx = 0,32; sy = 1,23;

s 1,23
s = ~=±= = Y=. = 2,18

V SQx 1 0,32

Elvégezzük a szignifikancia vizsgálatot:

FGy = n-2 = 5 . . . tQ(001 = 6,9 ; /3= 0 ; b = -17,75

. I b -/3 I 1-17,75 - oj_ _ 17^75.
‘ " s, " 2,18 " 2,18

b
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to.ooi tehátp'^<
ható.

SQy = 7,51;

SQ.
1 -í =

y

O,1°X szinten is szignifikáns a regressziós együtt -

SQ = 107,28; 
y

\ 1 - 7|51— = || 1-0 07 =
\ X 107,28 | ’

= | 0,93 = 0,96

Tehát a kapcsolat határozott és a regressziós egyenes jól illeszkedik a kor­

relációs diagramm pontjaira ( 35, sz, ábra) .

y = 17,75 x + 20,69

A korrelációs diagrammban a regressziós egyenes 
egyenlete

Végül szemléltetésképpen kiszámítjuk a korrelációs együtthatót, bár a kor­

reláció lineáris lévén, tudjuk, hogy abszolút értékben meg fog egyezni a kor­

relációs indexszel:

SP = -5,63 ; SQx = 0,32 ; SQy = 107,28;

SP

I S’x S’y
-5,63

0,32.107,28
0,96
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Ez határozott negatív kapcsolatot jelent. Elvégezzük a szignifikancia vizs­

gálatot:

FGX. = n-2 = 5 -nek a XXXV-ös táblázatban r_ = 0,95 felel meg; á 0,001 ’ s’

tehát mivel

r > ro,ooi

még a P % < 0,1 °Á-os tévedési szinten is szignifikáns a határozott negatív 

korreláció.

5,12 Két megfigyelési sorozat lineáris kapcsolatának elemzése sok adat esetén

Sok adat esetén általában ha a pontok száma n> 30-nál, célszerű gya­

korisági táblázatban ( XXXVIII. sz. táblázat) rendezni az adatokat, majd ennek 

alapján korrelációs táblázatot ( XXXIX, sz, táblázat) készíteni, melynek segítsé­

gével kiszámíthatjuk a regressziós egyenes egyenletében és a korrelációs té­

nyező képletében szereplő x, y, SQ , SQ és SP mennyiségeket, x y

Az x és y számtani közepeket célszerű a ( 17) -es képlettel számítani:

Az SQ^, ®s SP eltérésnégyzetösszegeket viszont a ( 19)-es képlet alap­

ján érdemes számítani:
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Példa:

27. Elemezzük 100 db. bükk fényi eveiénél, a levéllemez hosszmérete és 

szélességi mérete közötti összefüggést. Az x. a hosszméret, y. a szélességi 

méretre vonatkozó valószinüségi változó. Az adatokat a XXXVIII. sz. gyakori­

sági táblázat tartalmazza:

XXXVIII. sz. táblázat.

\ yi

x. \i X

28 31 34 37 40 43 46 49 f.
1

45 II 1 1 4

48 II 1 3

51 III III H 10

54 II II 1 OK 14

57 > >>11 > 0 1 25

60 III 01 <> M II 0 25

63 II > JHÍ 12

66 'U II 5

69 1 1

72 I 1

f’.
1

2 7 17 29 28 13 3 1 100

A XXXVIII. sz. táblázatban a gyakoriságok az átlóra szimmetriusan he­

lyezkednek el. Tehát az összefüggés lineárisnak tekinthető. Elkészíthetjük a 

korrelációs táblázatot, amelyet úgy nyerünk, hogy a fenti táblázatra jobboldalt 

az x. értékek, alul pedig y. értékek számtani közép és szórásszámitási táblá­

zatát épitjük rá. ( XXXIX. sz. táblázat) . Ebben a táblázatban számitjuk az x, y, 

SP, SQ és SQ értékekhez szükséges mennyiségeket.

x’ = 57; d = 3; x Xx’. f. = 14;i i n = 100;

o i 2
Zx’ f. = 304; - = 0,01; ( Z x’. f.) = 196;ii n ' i r
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XXXIX, sz. táblázat.

Xi y.
28 31 34 37 40 43 46 49 f.

1
x’.

1

, 2 
x .

1
x’i fi

x’2 f.
1 1

45 2 1 1 4 -4 . 16 -16 64

48 2 1 lii 3 -3 9 - 9 27

51
/

4 4 2 HL 10 -2 4 -20 40

54 2 2 6 4 14 -1 1 -14 14

57 5 12 7 1 25 0 0 0 0

60 3 3 10 7 2 25 1 1 25 25

63 2 5 5 12 2 4 24 48

66 /lf 3 2 ^1 5 3 9 15 45

69 1 1 4 16 4 16

72 1 1 5 25 5 25

f’.1 2 7 17 29 28 13 3 1 100 14 304

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

,2 
y i. 9 4 1 0 1 4 9 16

y’i f’i -6 -14 -17 0 28 26 9 4 30

y’i^ 18 28 17 0 28 52 27 16 186

H x i h 14
x = x’ + dx ---- —----- -  = 57 + 3 — = 57,42 mm

SQ = d2 Fr x’2f. - - (E x’. f.) 2] = 9 . 302,04 = 2718,36
*x x L 11 n K 1 1 J 

2
y’ = 37; d = 3; £? y’. f’. = 30; n = 100; 52 y ’ .f. = 186;

1
— = 0,01 n

(E y’i f\)2 = 9°o
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H z' i i . o 30
y = y + dy n = 37 + 3 100 = 37 + 0,9 = 37,9 mm

S9y - d2y [iy2. f. - A (Z yVP2] - 9 . 177 . 1593

A £ x’. y’. . f.. kifejezést úgy számítjuk ki, hogy a XXXlX.sz, táblázatban

mindenegyes f 

lopban lévő y*. 

zést célszerű a

elemet megszorozzuk a vele egy sorban lévő x’. és egy osz- 

Az összege-értékkel, 

táblázat

majd ezeket a szorzatokat összegezzük.

négy részének megfelelően végezni.

I. II. III.

24 10 - 4 Tx’. y*. f.. = 169 - i i ij
7 = 162

8 14 IV.

4 6 - 3

6 10

16 20

8 6

4 15

2 16

72 97

-1

SP = d d (£x’. y’.f.. - -£x’. f.£y’. f’.) = 3.3 ( 162 - 0,01 . 14.30) = 157,8.9= 1420,2 x y' i^iijn ii^ir ' ' ’ ’

SP _ 1420,20 _ 157,80
SQx ~ 2718,36 ~ 302,04 ’ b = 0,5224

a = y - bx = 37,9 - 0,52 . 57,42 = 37,9 - 29,86 = 8,04

y=bx+a; y = 0,52 x + 8,04 regressziós egyenes.

A regressziós együttható szignifikancia vizsgálatához számítjuk s és s szó- 
y n 

rásokat.

SQx =■■ 2718,36; SQ = 1593; SP = 1420,2
y

SQy -
2 2

. so _ S£___  . 1593 _ ( W??)______
’ Vy SQx 1 2718,36
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1593- 2016968,84
2718,36 1593 - 741,98 = 851,02

851,02 -----------
----—----  = j 8,684 & 2,95

y o i

v 2 Q5
s = -- = ■ 0,018; b = 0,52, /5=0

V SQx «2718,36

I b- /5 I _ 0,52
s, " 0,018 b

« 28,89

FGy = n-2 = 98 . . . ^,001 3,4

t > tQ ; tehát a regressziós együttható még P <. 0,001 tévedési 

szinten is szignifikáns.

SP 1420,2r = 1 • = ~ .. ......... 1 - ■ ■ -—=
SQx SQy | 2718,36 . 1593

= 157,§. ■ = -------152x8----------- = 157.8
302,04 . 177 13,30 . 17,39 231,3

A XXXIV. sz. táblázatban FG = 100 - 2 = 98-nál még a P^” = 0,001-hez 

tartozó kritikus érték is csak rp^= 0,32, ennél a számított r = 0,68 érték lé- 

nyegesen nagyobb, tehát P -c 0,001 tévedési valószínűség mellett sem vethető 

el a határozott pozitív korreláció ténye.

A korrelációs index:

I SQ I 851,02 <------------------
7 = | 1 ~ SQ I 1 1593 1 1 °,534 =

1 y 1 '

= O 0,466^0,68

megegyezik a korrelációs együtthatóval.

5,13 Lineárisra visszavezethető görbevonalu kapcsolat

Elég gyakori eset amikor pl. a korrelációs diagramm pontjaira valamilyen 
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csucsponti, illetőleg középponti helyzetű "b"-ed fokú parabola illeszthető a leg­

szorosabban, vagy legalábbis egy meghatározott intervallumban a regressziós 

függvénynek jó közelitését adja. Ennek általános egyenlete:

y =» a x*3 ( 173)

Az egyenletet logaritmizálva:

lg y = lg a + ö lg x ( 174)

lineáris egyenletre jutunk, tehát a lineáris regresszió és korreláció képleteit al­

kalmazzuk, vigyázva arra, hogy x. és y. helyébe azok logaritmusa kerüljön.Igy 

az SQ értékek:

SP = Z ( lg x. - lg x) ( lg Yi - Így)

SQx = £(lg x. - Igx)2

, ------ \ 2SQy = £ ( lg y. - Így)

Példa:

28. Elemezzük a XL. sz. táblázatban lévő gyakorisági sorok közötti ösz-

szefüggést.

XL. sz. táblázat.

i X.
1 yi lg x. lg Yj

1 1 0,2 0,0000 - 0,6990 X lg x 
‘S x ■ n *

2 3 0.7 0,4771 - 0,1549

3 4 1,1 0,6021 0,0414 = 0,7955

4 7 2,8 0,8451 0,4472

5 9 4,2 0,9542 0,6232 £ lg y ig y = ~ y =
5 12 5,2 1,0792 0,7160

7 15 9,4 1,1761 0,9731 3,0860

8 17 15,1 1,2304 1,1790 8

r 6,3642 3,0860 = 0,3858
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XLI. sz. táblázat.

i lgx - Igx Így - Így
, ------ , 2
(lg x-lg x) ( lg y- lg y) 2 ( lg x - lg x) 

így - így)

1 - 0,7955 - 1,0848 0,6328 1,1768 0,8630
2 - 0,3184 - 0,5407 0,1014 0,2924 0,1721

3 - 0,1934 - 0,3444 0,0374 0,1186 0,0666

4 0,0496 0,0614 0,0025 0,0038 0,0030

5 0,1587 0,2374 0,0252 0,0564 0,0377

6 0,2837 0,3302 0,0805 0,1090 0,0937

7 0,3806 0,5873 0,1448 0,3449 0,2235
8 0,4349 0,7932 0,1891 0,6292 0,3450

Z 1,2137 2,7311 1,8046

SQx = 1,2137; SQ = 2,7311; SP = 1,8046 
y

b = -----— = 1 4869 1 49SQ 1.2137 J ■ --------x

lg y = lg a + b lg x ; lg a = lg y - b lg x

Iga = 0,3858 - 1,4869 . 0,7955 = 0,3858 - 1,1828

Iga = - 0,7970 = 0,2030 - 1; a = 0,1596

lg y = - 0,7970 + 1,4869 lg x

SP 1,8046 1,8046r = — .... _ - - -- ------< ............. ..... _ ■». ■ ■ — =
j SQx SQy | 1,2137 . 2,7311 | 3,3147

1,8046
1,8204 0,991

FG = n - 2 = 6 r0 001 " 0,92

0,001
^6 /P % = 0,1 %-os szinten is szignifikáns a korreláció.

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



162

b « 1,49 ; a = 0,1596 « 0,16 igy a regressziós függvény:

0,16 x 1,49 (36, sz. ábra) .

Ha a korrelációs diagramm pontjaira nem illeszthető középponti ( csúcs — 

ponti) helyzetű parabola, a pontsort a tengelyek mentén a 35. példához ha­

sonlóan a kivánt helyzetbe eltoljuk.

5.14 Másodfokú parabola illesztése görbevonalu regresszió esetén

A letárgyalt esetnél még gyakoribb az, amikor másodfokú parabolát illesz­

tünk a korrelációs diagramm pontjaira, A másodfokú regressziós parabola e- 

gyenletét az irodalom

Y=a+bx+cx ... ( 176)

alakban ismerteti. Az egyenletből lévő a, b és c együtthatókat a legkisebb 

négyzetek módszerével határozzuk meg.

2 2X ( v. - Y.) = min. ; Y, = a + b x. + c x.v r i i i
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2
2Z ( y. - a - b x. - c x' -"i i

3 F'
= 2l(y. - a - b x.

r) F
^r-r- = 2£ ( y. - a - b x.c> b ' J i i

- 2£(y. - a - b x.

2
2L ( a + bx. + c x . - y.)' i i J r

v / v, 2 3z_ ( ax. + bx . + c x .
' 1 i i

^-,2.3 4
' i i i

2n a + b £ x. + c £_x . =

v 2 v 3aZ x. + bz_ x .+ c>x , =1 ii

2 , 3 4a > x . + b2_ x . + C2.X =

\ 2 .) = min,r

- cx2.) ( -1) = 0

- c x2j) ( - XP = 0

- c x2j) (- x2p = 0

= 0

x.y.) = 0 rr

- x2. V1) . 0

£xlyi

<- 2
iyi

Számítás technikai szempontból azonban érdemes x. helyett x. - x és y. 

helyett y. - y eltérésekkel számolni:

— 2 —an + b£(x - x) + c£( x - x) = y ( y - y)
0 0

- — 2 —3 —a£(x. - x) + bz.(x. - x) + cZ(x. - x) = JZ( x. - x) (y. - y)

a£(X. x)2+ b£(x. - x)3 + c£(x. - x) 4 = £ (x. - x) 2( y. - y)

mivel az eltérésösszegek értéke zérus:
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/ -\ 2an+cX(x^- x) = 0

p __ 3 _
b £( x. - x) + c£ ( x. - x) = £ (X. - x) ( y. - y) ( 178)

9 _ 3 — 4- 9
a£(x. - x) + b£(x. - x) + c£(x. - x) = £(x.-x) (y.-y)

= n £( x. - x) 2Z ( x. - x) 2 ( y. - y) - Z ( x. - x) 3Z ( x.-x) (y.-y)

D
" n" - el egyszerűsítve:

_ 9 _
£(x.-x) S(x.-x) 2 (yj - y) - X (x. - - 3 - -

x) Z(xi- xHyí-y)
*- = _ 9 —

Z ( x. - x) 27 ( x. - x) h[T(Xrx)3J2-

( 179)

c" ismeretében "a" és " b" már könnyen feltárható a ( 177)-es egyenletek a-
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lapján:

( 180)

bj ( x. - x) 2 = £ ( x. - x) ( y. - y) - c£( x. - x) 3

( 181)

így a regressziós parabola egyenlete:

( 182)

A regressziós becslés szórását a ( 168)-as képlettel számitjuk ki, ahol

- 2SQ^. = X" (Y. - y) és = n - 3) Y. egyenletében 3 állandó van) .

A kapcsolat szorosságát és egyben a regressziós parabola illeszkedését 

a korrelációs indexszel ( 172) mérjük.

Példa:

29. Elemezzük a XLII. sz. táblázatban lévő gyakorisági sorok közötti ösz- 

szefüggést.

XLII. sz. táblázat.

- Xi
X = — ■n

55
8 ~ 6,875 6,9

- 2 yi
y = n

27,5

8 = 3,4375 3,44

i X.
1 yi

1 1 0,9

2 3 3,1

3 5 4,5

4 6 5,1

5 7 4,9

6 8 4,4

7 10 3,5
8 12 1,1
s 55 27,5

A regressziós parabola egyenletét a ( 182) - es képlettel és 

az ebben lévő állandókat a ( 179), ( 180) és ( 181)-es kép­

letekkel számitjuk ki.
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Ezen képletekben lévő mennyiségeket a XLIII. sz. táblázatban képezzük.

i x. - xi yry
( x. - x) 2 ( *) 3 (--x)4 (x.- x)(y.-y) (v 2( yry)

1 -5,9 -2,54 34,81 -205,379 1211,7361 14,986 -88,4174

2 -3,9 -0,34 15,21 - 59,319 231,3441 1,326 - 5,1714

3 -1,9 1,06 3,61 - 6,859 13,0321 - 2,014 3,8266

4 -0,9 1,66 0,81 - 0,729 0,6561 1,494 1,3446

5 0,1 1,46 0,01 0,001 0,0001 0,146 0,0146

6 1,1 0,96 1,21 1,331 1,4641 1,056 1,1616

7 3,1 0,06 9,61 29,791 92,3521 0,186 0,5766

8 5,1 -2,34 26,01 132,651 676,5201 - 11,934 -60,8634

£ 91,28 -272,286
163,774

-108,512

2227,1048 17,700
- 15,442

2,258

-154,4522
6,9240 

-147,5282

91,28 (-147,5282) - (- 108,512) 2,258 
2 1 391,28.2227,1048 - ( - 108,512) - —( 91,28)

_______ - 13466,6637 + 245,0201_________
203290,1261 - 11774,8541 - 95068,5531

■ 13221,6436 
96446,7189 0,1371

a -0,1371 . 91 . 28 12,5145 .
-----------q---------------- - 8 = 1^643

_ 2,258 - (-0,1371) (-108,512)
b “ 91,28

2,258 - 14,877 12,619 n nno
= 91,28' = - 91,28 = ~ 9»1-3-82.

2
Y - 3,4375 = 1,5643 - 0,1382 (x - 6,8750) - 0,1371 (x - 6,8750)

2
Y = 3,4375 + 1,5643 - 0,1382 x + 0,9501 - 0,1371 x +
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+ 1,8851 x - 6,4801

2
Y = - 0,528 + 1,7469 x - 0,1371 x az állandókat kerekítve:

2Y = - 0,53 + 1,75 x - 0.14 x

Ezután kiszámítjuk a regressziós becslés szórását és a korrelációs indexet, 

A még ismeretlen SQ^, és SQ^ mennyiségeket a XLIV, sz. táblázatban képez­

zük.

Xbiv. sz. táblázat.

i bx 2 ex Yi y. - Y.•'i X
(yi- Y.)2 ( ~ \ 2

< yi -

1 1,747 - 0,137 1,08 - 0,18 0,0324 6,4516

2 5,241 - 1,233 3,48 - 0,37 0,1369 0,1156

3 8,735 - 3,425 4,78 -00,28 0,0784 1,1236

4 10,482 - 4,932 5,02 0,08 0,0064 2,7556

5 12,229 - 6,713 4,99 - 0,09 0,0081 2,1316

6 13,976 - 8,768 4,68 - 0,28 0,0784 0,9216

7 17,470 -13,700 3,24 0,26 0,0676 0,0036

8 20,964 -19,728 0,71 0,39 0,1521 5,4756

0,5603 18,9788

SQ,, = 0,5603 ; FG, = n - 3 = 5Y x

SQ 0,5603 ^0,112 = 0,335

100 s 33,5
sY% = —------- = — « 9,7 o/o

y

SQ 0,5603
------ = 1 1 - ------------
SQ 18,9788

y
1 - 0,0295 =

0,9705 = 0,985

Igen szoros kapcsolatról és jó illeszkedésről van szó.
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5.15 Hiperbola illesztése görbevonal u regresszió esetén

Ha a korrelációs diagramm pontjai úgy helyezkednek el és az összefüg­

gés természetéből is logikusan következik, hogy a regressziós függvény gör­

béjének aszimptótái lesznek, akkor ezekre a pontokra regressziós hiperbolát il­

lesztünk.

A legegyszerűbb esetben, amikor a függőleges aszimptota maga az "y"

tengely és a vízszintes aszimptota párhuzamos az "x" tengellyel, regressziós

függvénynek az

( 183)

egyenletű egyenszáru hiperbolát választjuk. Az "a" és "b" állandókat a legki­

sebb négyzetek módszerével állapítjuk meg.

(y. - Y.) = min.; Y. = a + ------
' i' i x.

i

_ / b >. 2
Z- ( y.- - a - —) = min.

i

|-£ = 2£(y. - a - . ( - 1) = 0
Ö a ' J i x. ' ' ’
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ö' F 
ő'b =

2£(y.- a - —f-) 
i i

= 0

£( a + b
x. 0

0

an + b£^~ = £ y.
i

1 1 y.
aX—2" + b^-~2- =^~

X. X X.1 1

n n £

r c- 1= Z YjE'—2
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Ha a korrelációs diagramm pontjaira olyan hiperbola illik, amelyik " 

rányba tolódik el, akkor a regressziós hiperbola egyenlete:

1 
c + dx ( 184)

amelynek azonban - könnyebb kezelés céljából - érdemes reciprokát venni:

1 c + dx ( 185)

egyenletben —- 

lineáris függvényt 

Amennyiben 

va, a regressziós

Ebben az helyettesítést alkalmazva Y = c + dx 

nyerünk, amelynek az illesztését már ismerjük.

a pontsorra illeszthető hiperbola mindkét irányban el van tol- 

függvény egyenlete:

a b
( 186)

Mivel itt három értéket ( a, b, c) kell meghatároznunk, megvizsgáljuk, hogy a 

rendelkezésünkre álló ismeretek alapján " a" illetőleg " c" paraméterek közül 

melyiket tudjuk pontosabban megbecsülni:

a/ Ha "c"-t, akkor az x^ sorozatét " c"-vei eltoljuk, úgy hogy a hiperbola 

függőleges aszimptótája az "y" tengely legyen. Ebben az esetben a ( 183) -as 

lesz a regressziós függvény.

b/ Ha az

perbola vízszintes aszimptótája

let

a"-t, akkor az y. sorozatot toljuk el "a"-val úgy, hogy a hi- 

tengely legyen. Majd a ( 186) -os egyen-az

z

alakot vesz fel,

a b z b

és 1 ezt — z
1 
b — azaz b

1_
z + d

formára hozhatjuk, amely viszont megegyezik a ( 185)-ös függvénnyel.
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A regressziós becslés szórását és a korrelációs indexet ugyanazon mód­

szerrel számítjuk, mint a regressziós másodfokú parabolánál tettük. A ( 183)-as 

egyenletnél = n - 2. viszont a ( 186)-osnál FG^ = n -3 lesz, a becsült

állandóktól függően.

Példa:

30. elemezzük a XLV. sz. táblázatban lévő gyakorisági sorok közötti ösz- 

szefüggést.

XLV. sz. táblázat.

i X.
1 yi

1 25 5,0

2 30 2,5

3 35 2,0

4 40 1,8
5 60 1,5
6 80 1,3
7 100 1,2

8 120 1,2

A XLV. sz. táblázat alapján korrelációs diagrammot készíthetünk. (37. sz.

.ábra) .

X~20

U-0,89

---------- 1 ------- 1------ 1 k- 
0-----------20----------------- -50

-4------ 1------ l---------------------- — X
100

37. sz. ábra.

A 30. példa korrelációs diagrammja
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értékét + 20-nak választjuk és azt az értéket minden x. értékből kivonjuk

az uj változót x.’-vel jelöljük, x’. = x. — 20.

XLVI, sz. táblázat.

i x’.
1 yi

1

X’l

1
,2 x 1

yi
,2

x .i

1 5 5,0 0,2000 0,04000 1,0000

2 10 2,5 0,1000 0,01000 0,2500

3 15 2,0 0,0667 0,00445 0,1334

4 20 1,8 0,0500 0,00250 0,0900

5 40 1,5 0,0250 0,00063 0,0375

6 60 1,3 0,0167 0,00028 0,0217

7 80 1,2 0,0125 0,00016 0,0150

8 100 1,2 0,0100 0,00010 0,0120

16,5 0,4809 0,05812 1,5596

SA 
n

16,5
8

2,0625

16,5 . 0,05812 - 1,5596 . 0,4809 
a " 8 . 0,05812 - 0,48092

0,95898 - 0,75001 _ 0,20897 _
0,46496 - 0,23126 " 0,23370 ~

= 0,8942 'V 0,894

8 . 1,5596 - 16.5 . 0,4809 r> = --------- ------------------------------ ’ — " =0,23370

12,47680 - 7,93485 _ 454195
0,23370 " 0,23370 "

= 19,43496 19,435

A ( 186)-os képlet alapján a regressziós függvényt megközelítő hiperbo­

la egyenlete:
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0,894 + 19,435 
x - 20

A regressziós becslés szórásához és a korrelációs indexhez szükséges

SQy és SQ^ mennyiségeket a XLVII. sz. táblázatban számítjuk. FG^ = n - 3 = 5 

(Y. egyenletében a, b és c szerepel) .

XLVII. sz. táblázat.

i 1
3 x .i

6

X . 1

Y.i y. - Y. h i
/ \ 2(yrv.) yry

(yry)2

1 0,2000 3,8872 4,7814 0,2186 0,0478 2,9375 8,6289

2 0,1000 1,9435 2,8377 -0,3377 0,1140 0,4375 0,1914

3 0,0667 1,2963 2,1905 -0,1905 0,0363 -0,0625 0,0039

4 0,0500 0,9717 1,8659 -0,0659 0,0043 -0,2625 0,0689

5 0,0250 0,4859 1,3801 0,1199 0,0144 -0,5625 0,3164

6 0,0167 0,3246 1,2188 0,0812 0,0066 -0,7625 0,5814

7 0,0125 0,2429 1,1371 0,0629 0,0039 -0,8625 0,7439

8 0,0100 0,1943 1,0885 0,115 0,0124 -0,8625 0,7439

5T 0,2397 11,2787

sy = | 0,04794 0,219

100 s 21,9
s °/é = ------ -------- = -------- 10,6

y 2,06

0,2397 
11,2787 1 - 0,0213

0,9787 = 0,989

A korrelációs index szerint nemcsak a kapcsolat határozott, hanem a 

regressziós hiperbola illeszkedése is igen jó.
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5.2 A trendszámítás

Ha a kapcsolatban lévő két valószinüségi változó közül a " független vál­

tozó" helyébe az idő lép, akkor a függő változó megfigyelt értékeinek soroza­

ta egy az időben lejátszódó folyamatot jellemez, neve idősor. A folyamat alap- 

vető tendenciáját, amelyet az idősor szemléltet, trendnek nevezzük. Az erre il­

leszkedő görbe a trendvonal. A trendvonalnak megfelelő függvény a trendfügg- 

vény kiszámítását trendszámításnak nevezték el. Ha a trendvonal egyenes, line­

áris trend, ha exponenciális vagy logaritmus görbe, exponenciális vagy logarit­

mikus trend vagy ha parabola, parabolikus trendről, stb. beszélünk. A trend — 

számítás tulajdonképpen a regressziós elemzés egy speciális esete, tehát a 

trendszámításnál a megfelelő regressziós függvény levezetéséhez hasonló mó­

don járunk el. Azonban itt a képletek egyszerűbb alakot fognak ölteni. Ugyan- 

is az x. időt jelentő sorozat elemei pontosan meghatározott értékek, közöttük 

az eltérések egyenlők, hiszen a megfigyeléseket egyenlő időközökben végezzük. 

Ez lehetővé teszi azt, hogy az x. sorozatot egy olyan x’. sorozattal helyette­

sítsük, amelynél a 7" x’, = 0 lesz. Ha az x. sorozat számsorozat, amellyel szá­

mítást lehet végezni, akkor x’. szorzatot x.-ből páratlan elemszám esetén

x. - Me
x’. = —— --------  ; x’. = . . . -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, . . .

transformáció utján nyerjük, páros elemszám esetén pedig

x. - Me
x’. = x ■ - - • ; x’. = . . . -5, -3, -1, 1, 3, 5, . . .i 0,5 d i

lesz a transformáció képlete. Ha az x. sorozat nem számsorozat, hanem az i- 

dőközöket szimbólumok jelölik, a fenti transformációk analógiájára x*. sorozat­

tal helyettesítjük. Ez utóbbi esetben a trendfüggvényt csak az x’. sorozatra vo­

natkozóan írhatjuk fel.

5,21 A lineáris trendfüggvény

A lineáris trendfüggvény általános alakja csak úgy mint a lineáris reg­

ressziós függvényé «.

Y = a + bx
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"a" és "b" kiszámításához ott a legkisebb négyzetek módszere alapján a (165)-

ös normál egyenleteket irtuk fel:

b £ x . + a £ x. = £ x.y.

b £ x. + a n = £ y.

A trendszámításnál x.-röl x’.-re térünk át, i i ’ amely sorozatra nézve x*. = 0.

-2b x . + a 0 = > x . v.i i b2_x.. = £x. y.

b 0 = a n =£y. . . . an »£y.

£ x’jYj £. Y,
b = --------5— ; a - ----------

zx’i
( 187)

Az "a" és " b" értékek ismeretében a lineáris trendfüggvény az x’. so­

rozatra vonatkoztatva:

Y = a + b x* ( 188)

Ahol a páratlan elemszám esetén:

x - Me 
x’ d

és páros elemszám esetén:

x - Me

0,5 d ( 189)

x’ ( 189) szerint megfelelő értékét a ( 188)-ba behelyettesítve megkapjuk a li­

neáris trendfügg  vényt az eredeti x. változóra vonatkoztatva:

Y = a* + b x ( 190)

Az illeszkedés mértéke az M korrelációs indexszel ellenőrizhető.
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Példa:

31. Megfigyeltük egy faipari üzem egy délelőtti műszakjában az elektromos 

gépek felvett hasznos teljesítményének alakulását. Az idősort a XLVIII. sz. táb­

lázat tartalmazza. Számítsuk ki a lineáris trendfüggvényt.

x. -t órában, i y. -t KW-bán mértük.

XLVIII. sz. táblázat.

i X.
1 yi x’.

1 yi’ yi
, 2 x .i

1 7 164 - 4 - 656 16

2 8 152 - 3 - 456 9

3 9 147 - 2 - 294 4

4 10 149 - 1 - 149 1

5 11 145 0 0 0

6 12 147 1 147 1

7 13 130 2 260 4

8 14 149 3 447 9

9 15 144 4 576 16

£ 1327 0 -1555
1430

- 125

60

Me = 11 ; n páratlan

x. - Me
x’. = — ---- —------  ; d = 1i d

11

£ X’i yi - 125
b = ------- -- - - = ■ = 2,083 « 2,1_ ,2 60

£ y. 1327
a = -------— = ---- — = 147,444 & 147,4n 9 ’

Az x’.-re i vonatkoztatott lineáris trendfüggvény:

Y = 147,4 - 2,1 x’

Az eredeti x.~ sorozatra vonatkoztatott trendfüggvény:

Y = 147,444 - 2,083 (x-11) = 147,444 - 2,083 x + 22,913 =

170,357 - 2,083 x
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Y = 170,4 - 2,1 x

A trendfüggvényt két pontja segítségével ábrázolhatjuk ( 38. sz. ábra) .

x1 = 7 . . . y1= 170,4 - 2,1 . 7 = 155,7

x2 =15 . . . y2 = 170,4 - 2,1 . 15 = 138,9

38, sz. ábra.

Az Y = 170,4 - 2,1 x egyenletű lineáris trend­
függvény

A 38. sz. ábra lineáris trendfüggvénye csökkenő tendenciát mutat. Az e­

gyenletes csökkenés mértéke:

b = - 2,1^- 
h

A lineáris trendfüggvénnyel jellemezzük az idősor tartós tendenciáját, ha 

az egyenletesen változik.

5.22 Az exponenciális trendfüggvény

A trend számításnál gyakori az

Y = a . bX ( 191)
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alakú exponenciális trendfüggvény, amely logaritmizálva lineáris alakot ölt

lg Y = lg a + x lg b ( 192)

Számitanunk kell az lg á és lg b mennyiségeket. Ezt a lineáris trendszá­

mítás képleteivel végezzük, miután x. helyébe x’.-öt és y. helyébe lg y.-t ir-

tünk:

( 193)

az x’.-rei vonatkozó egyenlet:

lg Y = lg a + x’ lg b ( 194)

A ( 194)-esbe x’ értékét ( 189) 

redeti x.-re vonatkozó egyenletet:

szerint behelyettesítve megkapjuk az e-

Ig Y = lg a’ + x lg b ( 195)

A ( 194) - es és ( 195) - ös egyenletekben az állandók logaritmusait visz — 

szakeresve felírhatjuk a ( 191)-nek megfelelő exponenciális trendfüggvényt x’.- 

re illetőleg x.-re vonatkoztatva.

Példa:

32. Tegyük fel, hogy egy újonnan bevezetett gyártmány által hozott évi 

jövedelem az elmúlt 8 év alatt a IL. sz. táblázat szerint alakult. A jövedel­

met 1.000 forintban számitjuk. Meghatározandó a trendfüggvény az x’.-re vo­

natkoztatva. Az idősor exponenciális függvényre utal. ( 39. sz. ábra) .

jg _ Hj9189_ _ n n-yno. in => _ 14,6701 _ 1 .

lg Y = 1,83 +

b = 1,177;

Y = 68,2 . 1,18X a trendfüggvény.

’ ’ ‘S Q

0,07 x’

a = 68.2
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IL. sz. táblázat.

i. X.
1 yi x’.

1
,2 X. i lg Yj X’i lg yi

1 1958 20 -7 49 1,3010 - 9,1070 x. - Me
2 1959 33 -5 25 1,5185 - 7,5925 X.’ = 1

0,5 dJ
3 1960 47 -3 9 1,6721 - 5,0163

4 1961 57 -1 1 1,7559 - 1,7559

5 1962 75 1 1 1,8751 1,8751 Me = 1961,5

6 1963 98 3 9 1,9912 5,9736

7 1964 150 5 25 2,1761 10,8805 x. - 1961,5
8 1965 240 7 49 2,3802 16,6614 « 1

0,51

£ 0 168 14,6701 35,3906
-23,4717

11,9189

A lg Y = 1,83 + 0,07 x egyenletből számítjuk a trendfüggvény értékeit

az x’. értékek i behelyettesítésével:
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Az exponenciális trendfügvénnyel jellemezzük az idősor tartós tendencia- 

ját, ha az egyenletesen gyorsuló.

5.23 A parabolikus trendfüggvény

Ha az idősor tartós tendenciája sem nem egyenletesen változó, sem nem 

egyenletesen gyorsuló, de egyirányú görbületet mutat általában másodfokú para­

bolát választhatunk trendfüggvény gyanánt.

* 3
normál egyenletekbe a x.’ = 0 és Z x.’

a következőképpen alakulnak:

A parabolikus trendfüggvényt a regressziós parabola számításához hason­

lóan számítjuk ki. De az x.-nek x.’-vel való helyettesitése utján a számitás egy­

szerűbbé válik. A ( 177) - es 

tékeket behelyettesítve azok

0 ér-

ebből

( 196)

b = 7^2 
2 x;

"a" és "c"-re van két egyenletünk:

_ ,4 2 2
’Sy.Ex. -Zx. y.^x.

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



181

Yl - y.

4 9 9
D 2? Y- £x-’ -£x.’ y. £ x.’a _ i i_________i i______

D n£x.’ - (2. x.’ )
( 198)

( 199)

A parabolikus trendfüggvény egyenlete x.-re nézve:

Y = a+ bx’+cx’ ( 200)

és ha ebbe az egyenletbe behelyettesítjük x’ ( 189) szerinti értékét, akkor meg­

kapjuk a parabolikus trendfüggvényt az eredeti x. változóra vonatkoztatva:

2 ,Y=a* +b x+cx (201)

A trendfüggvény értékeit kényelmesebb a( 200)-as egyenlet alapján számítani.

Példa:

33. Az L. sz. táblázatban szereplő idősor a levegő hőmérsékletének vál­

tozását mutatja egy átlagos nyári napon 6 - 22 óráig. Határozzuk meg a trend­
függvényt. A hőmérsékletet C°-ban mértük.

A 40. sz. ábra szerint a trendfüggvény másodfokú parabola lesz.

x. - Me x. - 13 
. i ix' 1 ,— = -7-7----- T = x. - 13i ■ 0,5 d 0,5 . 2 1

41 1b = + = 0,1245 « 0,12

2
D = 10 . 19338 - 330 = 193380 - 108900 = 84480

D = 190,7 . 19338 - 5047,5 . 330 = 3887756,6 - 1665675 = a

2022081,6
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L, sz, táblázat.

i X.
1 yi X.’

1
,2 x.i

,4 x.i x.’y,
1 i

,2 x.’ y.i 171

1 4 12,3 - 9 81 6561 - 110,7 996,3

2 6 13,8 - 7 49 2401 - 96,6 676,2

3 8 18,8 - 5 25 625 - 94,0 470,0

4 10 22,4 - 3 9 81 - 67,2 201,6

5 12 25,0 - 1 1 1 - 25,0 25,0

6 14 25,1 1 1 1 25,1 25,1

7 16 23,5 3 9 81 70,5 211,5

8 18 19,4 5 25 625 97,0 485,0

9 20 15,8 7 49 2401 110,6 774,2

10 22 14,6 9 81 6561 131,4 1182,6

n 190,7 0 330 19338 434,6 
-393,5

41,1

5047,5

D = 10 . 5047,5 - 330 . 190,7 = 50475 - 62931 = - 12456 c

a 2022081,6
84480 23,9356 ** 23,94

12 456
84 480 - 0,1474 » - 0,15

A ( 200) -as egyenlet szerint:

Y = 23,94 + 0,12 x’ - 0,15 x’2

x’ értékét a ( 189) szerint betéve ( x’ = x-13) :

2
Y = 23,94 + 0,12 (x-13) - 0,15 (x-13)

2= 23,94 + 0,12 x - 1,56 - 0,15 x + 3,12 x - 25,35 =

2
= - 2,97 + 3,24 x - 0,15 x

2
= 2,97 + 3,24 x - 0,15 x
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A trendfüggvény értékeit kényelmesebben számíthatjuk ki az Y = 23,94 + 
2+ 0,12 x - 0,15 x egyenletből.

Néhány értéket kiszámítunk:

x’ = 0 . . . Y = 23,94

x’3= - 5 . . . Y3 = 23,94 - 0,12 . 5 - 0,15 . 25 = 19,59

x’ = 5 . . . Yo = 23,94 + 0,12 . 5 - 0,15 . 25 = 20,79 o o

Ezek mellé kiszámítjuk a maximum pontot is:

Y = 23,94 + 0,12 x’ - 0,15 x’2 ; = 0,12 - 0.3 x’ = 0
’ ’ ’ dx’ ’ ’

0 12
x’ = = 0,4 ... Y = 23,94 + 0,12.0,4- 0,15.0,16=23,964max 0,3 max ...»

Végül ábrázoljuk az idősort és benne a másodfokú parabola trendfüggvényét. 

( 40. sz. ábra) .

Az Y 2,97 + 3,24 x - 0,15 x egyenletű trendfüggvény
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II, Lineáris programozás alapjai

Bevezetés

A fagazdasági szakember gyakran kerül olyan feladattal szembe, hogy kü­

lönböző lehetőségek halmazából a legjobb megoldást kell kiválasztania. Nem e- 

gészen egyszerű esetekben - rendelkezzék bár mégoly nagy szakértelemmel - 

érzés után nem valószínű, hogy sikerül a legjobb megoldást megtalálnia. Az op­

timális megoldás ( optimális = legjobb) kiválasztásához azonban módjában van 

alkalmazni a matematikai programozás módszereit. Amennyiben az optimumszámi- 

tási feladat lineáris egyenlőtlenségrendszerrel felírható, lineáris programozásról 

beszélünk. A lineáris programozási feladat megoldásához az ut a lineáris algeb­

rán át vezet.

1, Lineáris algebra

Lineáris algebrának nevezzük a matematikának azt az ágát, amely a line­

áris terek vizsgálatával foglalkozik.

1.1 A lineáris tér

Lineáris teret alkot minden olyan halmaz, amelynek bármely, elemét ska — 

tárral szorozva, vagy bármely elemeit összeadva a halmaz egy elemét kapjuk e~ 

redményül, E két műveletre nézve érvényes a kommutatív!tás, asszociativitás és 

a disztributivitás törvénye. Ezen kivül mindig van a halmaznak egy olyan zérus 

eleme, amelyet a halmaz bármely eleméhez hozzáadva az nem változik.

1,11 Á lineáris vektortér

A vektor lineáris algebrai értelemben véve számsor vagy számoszlop:

amelyre nézve az összeadás és a skalárral való szorzás művelete definiálva 

van:
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bl

b2
a + b

ka„1
ka2

ka n

Megemlítjük, hogyha az adott a^, a^ , ... , a^ vektorokat k^ , k^ , . . . , k^ 

skalárokkal megszorozzuk és összegezzük:

k a + koá + ... + k a ,11 2 2 n n ’

az adott vektorok lineáris kombinációjáról beszélünk. A lineáris kombináció fo­

galmával más mennyiségekkel kapcsolatban már találkoztunk.

Legyenek é , e„ , ... , e olyan vektorok, amelyek közül egy sem áll elő _L F"1
a többi lineáris kombinációjaként, pl.: = £1,0,0 ... J ; e^ =£.0,1,0, ... J ,

= £0,0, ... 1J . A lineáris kombinációikként előállított vektorokat a geometriá­

ban megszokott módon felírva, pl. az r^ = x^ej_ vektort egy komponensü vek­

tornak mondjuk. Ez a számegyenesen szemléltethető. (41. sz. ábra) .

I

0

41. sz. ábra.

Egy komponensü vektor szemléltetése

Az r = x^ + x2 e2 vekt°rt két komponensü vektornak fogjuk nevezni, 

eddig sik vektor volt a neve. Szemléltethető a "síkbeli" koordinátarendszerben. 

( 42. sz*. ábra) .

Az r = x e + x„ e + x e vektort, amelyet a vektoralgebrában tér- I I £—• o

beli vektornak neveztünk, ezután 3 komponensü vektornak mondjuk. Szemlélte­

tése a "térbeli" koordinátarendszerben lehetséges: ( 43. sz. ábra) .
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A 4, 5, . . . , n komponenst! vektorokat szemléltetni nem tudjuk, de az e­

lőzőkhöz hasonlóan írjuk fel. így általában az " n" komponenst! vektor:

- _ _ _ n _
r = x e + x e + ... + x e = £ x. e ._______ 1 1_____ 2 2____________n n ? i__1 ( 202)

Ennek abszolút értéke:
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Skalárral való szorzata:

n
k r = kXx. e. 

1 1 1

Két " n" komponensei vektor. 

n - n
r. =£x. e. és ro = Z y. e.l,ii 2 1 ■’i i

amelyek összege:

_ n _
r . + ro = X ( x. + y.) e.

1 2 7 1 1 1

Példa:

34. írjunk fel egy négy komponensü vektort és számitsuk ki az abszolút

értékét:

r = 2e + 5e„ - 4e„ + 2e -L O

| r| =1£x2. = ^4 + 25 + 16 + 4 = j~49 = 7

Az "n" komponensü vektorok halmaza lineáris teret alkot, mert ezek ősz­

szege valamint skalárral való szorzatuk is " n" komponensü vektor:

n _ n - n
Z X e + X y e = X ( x + y )
.11 , 1 1 y 1

e.
i

n n
k X x. e. = X k x

1 1 1 / J
e.

i

Ezen műveletekre érvényes a kommutativitás, az asszociativitás és a disztribu-

tivitás törvénye:

F1 + ?2 ’ ?2 + ?1 

k r = r k
kommutativitás

(rl + r2) + r3 = + (r2 + r 3)

k ( k* r) = ( k k* ) r
asszociativitás
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( r + r2) k = k ^1 + k r2

(k + k* ) r = k r + k* r
disztributivitás

És végül a halmazban létezik olyan zérus vektor, amelyet bármely vektor­

hoz hozzáadva az változatlan marad:

r + o = r

Mint láttuk a fenti műveletek az összes " n" komponensü vektorokkal elvé­

gezhetők, ezek tehát együtt alkotják a lineáris teret, amelyből kiválasztva az 1 

komponensü, vagy a 2 komponensü, stb. vektorok halmazát, az a lineáris tér 

egy-egy részét jelenti, amelyet altérnek fogunk nevezni. így beszélhetünk az egy-. 

a két-, a három komponensü stb. vektorok alteréről. Az altérre is vonatkoznak 

ugyanazok a szabályok, amelyeket a lineáris térnél elmondottunk.
x

1.12 A lineárisan független vektorok

Válasszunk ki az " n" komponensü vektorok halmazából 11 m" db vektort:

r , r ... r 1’2’ m

Ha létezik nem mind zérus

k_ , k„ ..... k skalár,12’ m

amelynek az r , r^, ... , í’m vektorokkal képzett lineáris kombinációja a zérus 

vektort eredményezi:

,2 ,2 ,2 , ~
k 1 + k 2 + ... k m 0

kl F1 * k2 F2 * - km ?m = 5 ’ < 203>

és igy legalább az egyik vektor a többi lineáris kombinációjaként felirható ( pl.):

1 — —. = - ---- ( k r _ + ...+ k r ),1 k_ ' 2 2 mm'1
( 204)
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akkor az r , r^, . . . , i’m vektorok lineárisan függő vektorok, azaz lineárisan 

függő vektorrendszert alkotnak.

Ha ( 203)-as reláció csak úgy állítható elő, hogy a "k" skalárok zéróval 

egyenlők;

k = k„ = ... = k = 0, ( 205)1 2 m ' '

akkor az r , rg, ... , r^ vektorok lineárisan független vektorok, azaz lineári­

san független rendszert alkotnak. Ebben nem fordulhat elő a zérusvektor,

Egy vektorrendszer vektorainak skalárkomponenseit vektoronként egy-egy 
/

oszlopba irva, a vektorrendszer mátrixát kapjuk:

ai ’ ailei + a2ie2 + a3ie3 + S4ie4

a2 = ai2ei + a2 2e2 + a42e4

a3 = ai3ei + a23e2 + a33e3 + &43e4

a4 = ai4ei + a24e2 + a34e3 + a44®4

ail ai2 ai3 ai4

— _ a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

( 206)

Egyszerűség kedvéért vizsgáljuk azt a speciális esetet, amikor az A mat­

rix kvadratikus, ilyenkor felírhatjuk a matrix determinánsát, jelöljük ezt D-vel:

all ai2 S13 ai4

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

A D / 0 mellett lineárisan független, D = 0 mellett lineárisan függő vek­

torrendszerrel van dolgunk.

Szemléltetésképpen lássunk néhány példát:
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35. Állapítsuk meg 

vagy függetlenek-e.

az alábbi vektorrendszerekről hogy lineárisan függő

ai 2e - 3e -6

a2 -6é1 + 9e2 -3

D

2

9

0

Lineárisan függő rendszerről van szó, hiszen:

a2 " 3ai

A két vektor hatásvonala megegyezik,

b/ a1 = 2e - 3e„
_L JL

a2 -3el + 4e2 -3

-32

4

A vektorrendszer lineárisan független

-1 / 0

al = el + 2e2 “ 3e3 21 3

a2 2*1 4e2 2*3 -4 -2

a3 3*1 2*2 -3 -1

-3

A vektorrendszer

-4 -2

-1

-8 -8

-8 -8

lineárisan függő, a rendszert alkotó három vektor egy

D

1 2 3 1

2

2

2

3

2 3

2

0

0 8 8 8 8

0

sikba esik,

a3 - al + a2
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d/ áx = ex + 2e2 - 3e3

a2 = 2ex - 4e2 + 2e

a3 = ei + e2 + e3

1

2
1

-4

-3 2

12 1 12 1

D = 2-4 1 = 2-4 1 = -4 ( 2+4) = - 0

-3 2 1 -4 0 0

A vektorrendszer független.

A vektorrendszerekkel kapcsolatban bizonyítás nélkül megemlítjük még,hogy 

az "n" komponensü vektorokból legfeljebb k á n darab választható ki úgy, hogy 

lineárisan független rendszer jöjjön létre. Ha k> n-él, akkor legalább az egyik 

vektor kifejezhető a többi lineáris kombinációjaként, és igy már lineárisan függő 

rendszerről van szó. A vektorrendszerben felvehető lineárisan független vekto­

rok maximális számát a vektorrendszer rangjának mondjuk. Jele legyen § , A 

vektorrendszer rangja megegyezik a vektorrendszer mátrixának rangjával.

Példák:

36. Állapítsuk meg az alábbi vektorrendszerek rangját.

a/ ai = ®1 + 2®2 " 3e3 1 2 1

a2 " 2el ” 4e2 * 2e3 ’ A “ 2 -4 1

a4 = ®1 + ®2 + e3
-3 2 1

A 35/ d példában láttuk, hogy a mátrix determinánsa D / 0, tehát a füg­

getlen vektorok maximális száma és igy a vektorrendszer rangja:

a = 2e. + e„ + 3e 
t: JL

b/ h-

»2 ‘

éi - 6é2 + 2é3

+ ®2 + 3®3 A =

1

-6

1

1

-2

5

2

-1

• a3 = 2e^ + 5e2 + 5e3 -5 2 3 1

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



192

A mátrix nem kvadratikus, itt a rangszáma a zéróval nem egyenlő legma­

gasabb rendű aldetermináns rendszámával egyenlő.

11-2

-6 15

-5 2 3

0 10

-7 17

-7 2 7

-1 ( -49 + 49) = 0

■<23)
1

-6

-5

1 2

1 -1

2 1

0 10

-7 1 -3

-7 2-3

-1 ( 21 - 21) = 0

'(33)
1-2 2

-6 5 -1

-5 3 1

-11 8 0

-6 5-1

-11 8 0

( -88 + 88) = 0

(3)
4

1-2 2

1 5 -1

2 3 1

3 8 0

1 5-1

3 8 0

= ( 24 - 24) 0

£ tehát kisebb 3-nál.

°í2) -
1 1

-6 1
1+6=7/ 0

Tehát a vektorrendszer rangja:

9 = 2

1.13 A lineáris tér dimenziója

A kérdés most az, hogy az összes " n" komponensü vektorokat magában 

foglaló linearis terben maximálisan hány lineárisán független vektor vehető fel? 

Ha a 2 komponensü vektorok alterét vizsgáljuk mint vektorrendszert, ott lég — 
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feljebb 2, a 3 komponensü vektorok alterében legfeljebb 3, következésképpen 

az " n" komponensü vektorok alkotta lineáris térben legfeljebb " n" lineárisan 

független vektor vehető fel. De mivel az " n" komponensü vektorok tere e^, e^, 

e7 ... e egységvektorainak lineáris kombinációjával csak úgy állítható elő a 

zérusvektor.

k e. + k e + ... k e = Ö11 2 2 n n

ha a k = k„ = ... = k =0. Ebből következik, hogy mivel az egységvektorok 

független rendszert alkotnak, a független vektorok száma legalább " n". Tehát 

a lineáris térben felvehető lineárisan független vektorok maximális száma min­

dig megegyezik a lineáris teret képező vektorok komponenseinek számával. A 

lineáris térben felvehető lineárisan független vektorok maximális számát a line­

áris tér dimenziójának nevezzük, A dimenzió a lineáris tér legfontosabb jellem­

zője.

1.14 A lineáris tér bázisa

Az "<n" dimenziós lineáris tér vektorait eddig az e^, e^, ... , egység­

vektorok és az Xp x^, ... , x^ skalárok lineáris kombinációjaként irtuk fel:

r = x e + xo eo + ... + x e11 2 2 n n

más szóval az e , e^, ... e egységvektorokat választottuk az " n" dimenziós

tér alapvektorainak vagy bázisvektorainak.

e2’ e3’ (i* j vektorhármas a 3 

tér triviális ( közönséges) bázisa. Ez geometriai szempontból

Igy például az e^, dimenziós lineáris 

nézve annyit je-

lent, hogy a 3 dimenziós lineáris teret e , e_, e„ élvektoru kockákból _L O épitet-

tűk fel. ( 44. ábra) .

Ez volt számunkra a legegyszerűbb, legpraktikusabb, de nem az egyetlen

lehetséges megoldás. Választhatjuk ugyanis a 3 dimenziós lineáris tér bázisá-

ul bármely a^, a^, a^ vektorokból álló vektorhármast, amely lineárisan 

len rendszert alkot. Minden 3 komponensü vektor felírható az a a^, <-*3 

zisvektorok és a rájuk vonatkozó y , y2, y3 lineáris kombinációjaként. Példá­

függet- 

a„ bá-

ul az

r = X1 e± + x2 e2 + x3 e3 vektor az uj bázisban

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



194

44. sz, ábra.

A 3 dimenziós lineáris teret e^, e^, e^ élvektoru kockákból építettük fel

? = y-L + y2 á2 + y3 á3

alakban irható fel. Az uj bázist geometriailag szemlélve, azt mondhatjuk, hogy 

a teret a^, aQ, a3 élvektoru ferde hasábokból építettük fel ( 45. sz. ábra) .

A 3 dimenziós lineáris teret a^, a2, a3 élvektoru ferde hasábokból épitettük fel
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A triviális bázis is és az uj bázis is szemléltethető még a 2 dimenziós

lineáris térben, ahol a triviális bázis esetében a sikot és e2 élvektoru négy­*1
zetekből, az uj bázis esetében pedig a^ és a^ élvektoru romboidokból épitjük 

fel. (46. sz, ábra) .

Szemléltetés nélkül általánosítva a fentieket az " n" dimenziós lineáris tér­

re azt mondhatjuk, hogy ennek minden vektora egyértelműen felírható a triviális 

bázison kivül az a a ... a lineárisan független uj bázisvektorok és a rájuk 

vonatkozó y y2, ... y^ saklárkomponensek lineáris kombinációjaként is:

F = x1é1 + x2é2 + ... + xnén = y1á1 + ... <■ ynán ( 207)

al = ail ®1 + a21 *2 + - anl ®n

a2 = ai2 ei + a22 e2 + — an2 %

1.2 Elemi bázistranszformáció

Azt az eljárást, amelynek során egy a triviális bázisban felirt " n" kom- 

ponensü r vektor ( a^ a2, ... aj uj bázisvektorokra vonatkozó (y^, y2 ... y^) 

skalárkomponenseit meghatározzuk elemi bázistranszformációnak nevezzük. 

Egyszerűség kedvéért az elemi bázistranszformációt az

r = Xi ei + x2 e2 = + y2 á2

2 komponensü vektorral mutatjuk be. Ismerjük az r vektor ( e^, e2) triviális 

bázisvektorokra vonatkozó x^ és x^ skalárkomponenseit, és meg kell határoz­

nunk az

ai = ail ei + a21 e2 ’

a2 = ai2 ei + a22 e2

uj bázisvektorokra vonatkozó y^ és y2 skalárkomponenseit. Ez úgy történik, 

hogy az a , a„ és r vektorokban az e , e„ triviális bázisvektorokat egymás-
_L _L

után kicseréljük a^^ és á2~vel.
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Hogy szemléltetőbb legyen a feladat, az a^, a^ és r vektorok e^, e^ tri­

viális bázisvektorokra vonatkozó skalárkomponenseit táblázatban foglaljuk. Ez 

lesz az induló táblázat ( I. táblázat) .

Először az e , e„ triviális bázisban e vektort cseréljük ki a -el és igy egy
JL “ -i- -L

bázishoz jutottunk. A vektorcsere az I. táblázat a^ elem felett tör- 

ezt az elemet uj bázist létesitő "generáló elemnek" nevezzük és

átmeneti 

ténik, ezért 

bekeretezéssel jelöljük meg. Ugyanis a generáló elemnek a numerikus számítá­

soknál szerepe lesz.

A jelzett vektorcserét úgy végezzük, hogy az a^ vektorból kifejezzük az 

e vektort:
1

uj

ai ~ ail ei + a21 e2

ail ei = ai a21 e2

1 - 1
61 ■ all al ■ all °21 e2
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Majd e értékét behelyettesítjük az a a és r vektorokba, és igy ezen 1 _L 4Í
vektorokat az a^, bázisban kapjuk meg.

- , /1- 1--Xai = ail ei + a21 e2 = ail ai - ^7 a21 e2> + a21 e2 =

= al " a21 a2 + a21 ®2 = 1 ai * ° *2

/1-1 - \a2 = ai2 el + a22 e2 = ai2 (^7 ar^ a21 e2> + a22 e2 =

ai2 - ai2
“ &11 ai " &11 a21 e2 + a22 e2 =

ai2 - / ai2 . -
' °x * °22 ' hT 21 2

? ■ X1 ®1 * x2 S2 - X1 “1 * a21 S2> * x2 e2 ■

X1 - X1
= a_ ai " a a21 e2 + X2 e2

11 11

X x
■ *** ~ °21) °2

Az a , ao és r vektorok a , eQ J_ é- -L

bázisvektorokra vonatkozó skalárkompo-

nenseit táblázatban foglalva képezzük a II. sz. táblázatot:

bázis h C
M

1 <Ö r

ö.
a 1 12 1

1 ail all

a!2 X1
e2 0

22 an a21 x2 - “2!

II.
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Hogy a számítás áttekinthetőbb legyen, a II. sz. táblázat bonyolult elemeit 

az egyes számú táblázat azonos helyén álló egy vonással jelzett elemeivel je­

löljük (II’. táblázat) :

bázis ai CM
10 r

a„ 1 a’ x’
1 12 1

_
e2 0 a*22 x2

II’.

Ezután az a^, e2 bázis eo vektorát cseréljük ki a^ vektorral. A vektor­

csere az a’ 22 ©lem felett történik, tehát ez a generáló elem. Az a^, bázis­

ban felirt a2 vektorból kifejezzük e2-öt:

a2 “ a’ 12 al + a*22 e

a*22 e2 a2 ~ a’12 ai

1 - 1 , 
e2 ‘ a’22 ' a’22 S 12 “i

e2 értékét behelyettesítjük az a^, 

igy ezen vektorokat már a a a^ uj

bázisban felirt a^, 

bázisban Írjuk fel:

a2 és r vektorokba és

a = 1 a + 0 é9 = 1 a + 0 e9
X X _____ X___________

al’ a2 és r vektorok a_ és a_ uj1 2 J bázisvektorokra vonatkozó skalár-

komponenseit vektoronként egy-egy oszlopba foglalva képezzük a III. sz. táb­

lázatot:

bázis ai a2 r

H
 

C
M

10
 

| (Ö

1 0

0 1

H
 

C
M

II 
1'

C
MvH 

0

.C
M 

ej 
cm 

C
M
.

X 
.C

M 
-

0
 

* 
0

1rH
X

III.
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A harmadik számú táblázat utolsó

vektornak az a^, a^ uj bázisvektorokra

oszlopa már a kivánt eredményt, az r 

vonatkozó skalárkomponenseit tártál -

mázzá:

r = yx + y2 a2

Numerikus számitást a táblázatok segitségével végezzük el. A számitást 

még egyszerűbbé tehetjük azáltal, hogy a vektorcserénél a táblázatba belépő 

egységvektorokat elhagyjuk, ezek ugyanis az r vektor skalárkomponenseinek 

számításában nem játszanak szerepet, a táblázatokat összevonjuk, és a trivi­

ális bázis vektorai helyébe mindjárt az uj bázis vektorait írjuk:

bázis
I. II. Hl.

*1 0)
i 

N
> r a2 r r

»1 |aií S12 X1 a’12 x’l yi

C
M 

l<Ö

a21 a22 X2 a*22 X*2 y2

Az elemi bázistranszformációt 2 komponensü vektor segitségével mutat­

tuk be. Pontosan ugyanúgy végeztük el "n" komponensü vektor esetében is, 

csak természetesen ebben az esetben mind a triviális mind az uj bázist n 

vektor létesíti, és ennek megfelelően " n" vektorcserét kell végezni, ezért a 

táblázatok száma (n+1) lesz:

táblázat
■ ■

I. II. 0 0 0 0 (n+')[

bázis a a_ ... a12 n r a2 - an r • • • • r

ai

a2

•
•
•

an

ail a12 - ain

a21 a22 ”• a2n

• • •

• • •
a „ a „ ... a
ni n2 nn

X1

X2

X n

a’ 12 ”• ain

a*22 “• S2n

a •
• o
• e

cl* o «<» ö.* . ri2 nn

X’l

X2

X’n

• 0 0 •

• 0 • 0

0 0 0 0

yl

y2

0 

0

yn
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Egy tetszésszerinti I táblázatból egy következő J táblázatra való áttérés­

nél a generáló elemet bekeretezzük. A generáló elemet tartalmazó oszlop ele­

meit elmaradó elemeknek nevezzük, mert ezek a J táblázatban már nem szere­

pelnek. A 3, táblázat azon sorát, amelyik az I, táblázat generáló elemet tartal­

mazó sora helyén van úgy képezzük, hogy az I., táblázat megfelelő elemeit a 

generáló elem reciprokával megszorozzuk, fcbben a sorban lesznek a hányado­

sok, A J, táblázat összes többi elemét úgy számitjuk ki, hogy az 1, táblázat 

megfelelő eleméből kivonjuk az illető elem oszlopában lévő "hányadosnak" az 

illető elem sorának "elmaradó elemével" képzett szorzatát.

37, Adott az r = 7e„ + 4e„ vektor a triviális bázisban, és az a„ = e_ + 12 ’ 1 1
+ a2 = ^ei “ ^e2 bázisvektorok. Végezzük el az elemi bázistranszfor­
mációt.

bázis
I. II. III.

ai a2 r a2 r r

p)
l 

Q
j 1

ro
 

h 1 5

3 -2

7

4

5 7

-17

2

1-17

II.

1 
a’12 = 5 T = 5 a*22 = ”1 2 ~5‘3 * * * 7 = "17

1
x’ = 7 f = 7 x’ = 4 - 7,3 = -17

JL -L

III. 

1
y2 = ’ 17 Tr? = 1 Y1 = 7 - 1,5 = 2

Tehát az r vektor az a^, a^ uj bázisban:

7 ° 2*! * á2

38. Adott az r = 6e^ - 9 e^ - 2e^ vektor a triviális bázisban, és az 

a± = -2é1 + 5é2 + 3é3
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a9 = 3e + 2e„ + e„, a„ = 4e. + 3e_ - 2e„ uj bázisvektorok. írjuk fel az r x ^00 J. o

II

a’12 = 3
__ 1
-2

3
2 a*22 = 2 2

19
2 a 32 =

3 3_ 11
2

a’13 ~ 4
1 

-2 2 a*23 = 3 " (-2) 5 =13 a’33 - 2- ( 2) 3=4

1
1 6 -2 3 2 * -9- <-3> 5 6 3 ■ -2- (-3) 3=7

III.

=»■' —
23 "

13 ■
26
19

„ o 26
ai3 ~ 19

3
2

_2.
19

a,. =4_26 11=_67
33 19*2 19

x" - 6 =2 ° * 19
12
19 1 = -3- 12

19
3
2

39
19

„ _ 12 11 67
3 19 * 2 19

IV.

67
y3 = "19

19
67 1 1

33
19

1
19 " -2 12 , .x26_9y2 " 19 " ( -1) 19 " 2

2al + 2a^ a3
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1,21 Az affin transzformáció

Az A B mátrix szorzat egy speciális esete, amikor a B mátrix helyén vek­

tor áll. Bár a művelet az ismert módon minden további nélkül elvégezhető, geo­

metriai jelentése miatt külön is foglalkozunk vele. Legyen a két dimenziós lineá­

ris térben egy

ai = aHei + a2ie2 és

vektorrendszerünk

a2 ai2ei + a22e2

vektorok­
kal, vala- x = 
mint

= x e^ + x^ vektorunk,

akkor az A x szorzat egy y vektort eredményez:

A 2 és 3 dimenziós lineáris térben ha A kvadratikus mátrix, az

( 209)

műveletnek jól szemléltethető geometriai jelentése van:

A művelet során A vektorrendszer hatására a triviális bázis az A vek­

torai által létesitett uj bázisba megy át, miközben az x tárgyvektor y képvek­

torrá alakul. A leképzés érdekessége, hogy x = x e^ + x^ tárgyvektor 

skalárkomponensei változatlanul mennek át y = x a + x a„ tárgyvektorba. J- X cd.
Ezért a műveletet aránytartó leképzésnek, affin transzformációnak nevezték el. 

( 47. sz. ábra) .

Példák:

39. Számitsuk ki az alábbi Ax szorzatok értékét.
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47, sz. ábra.

Affin transzformáció.

képvektor: y = X1 al + x2 a2 = y1 el + y2 e2

1 3 -7~ - 4~ ~ 1 4 + 3 (-2) -7.6" ” 4 - 6 -42“ -44

y = Ax = -2 5 4 2 = -2 4 + 5 (-2) + 4.6 = -8 -10 + 24 = 6

6 1 3
__

6 _6 4 + 1 (-2) + 3.6 24 - 2 + 18_ _40_

1.22 Az A x = b speicális mátrix-egyenlet

Ha az A x = y összefüggésben a képvektor lenne ismert és a tárgyvek­

tor az ismeretlen ( megkülönböztethetés végett jelöljük az ismert képvektort jö­

vel) a feladatot

A x = b ( 210)

speciális mátrix-egyenlettel fogalmazhatnánk meg. Legyen adva:

’ail ai2 ... aIn '4' "Xl“

a21
•

a22 ... a2n és b =

• cr és x = X2

_&nl an2 eo. a nn

•

b n X n

A b vektort ( képvektor) két bázisban Írhatjuk fel:
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me

b • bl 51 * b2 «2 - * bn % ~ X1 °1 * *2 * - «„ %

Hogy az x vektort felírhassuk, x^,

rendszer a^ a2 

nak az á^ &2 .

Ismerjük a b vektort a

... a vektorait. Az x_, n 1’
, a uj bázisvektorokra

x2, x^ skalárkomponenseket kell 

triviális bázisban és ismerjük az A

x_ ... x nem más, mint a b vektor- 2 n
vonatkozó skalárkomponensei, amelye­

ket elemi bázistranszformációval szárai thatunk ki:

B ál a2 ... án b

Q
)l • •

 • 
Q

)t
| 3 

to
 

H aH ai2 "• ain

a21 a22 ”• a2n

• • •
a a _ ... ani n2 nn

bl

b2

•
•
•
b n

Ezek ismeretében már felírható az x vektor

x = x. e + x e„ + ... + x e1 1 2___2 n n

A művelet helyességét az A x szorzat elvégzésével ellenőrizhetjük, ha

b-t kapunk a számítás jó:

Például:

40. Oldjuk meg

( 211)

Speciális mátrix-egyenletet.
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bázis ai fü
l

b C
M 

l<Ü b b

S1 3 4 3 4
3 1 5

C
M 

l<Ö 2 -3 19 17
____ 3 17 -3

x = 5 - 3 e2

Ellenőrzés:

3 4 5 15 - 12 3

2 -3 -3 10 + 9 19

visszakaptuk b-t a számítás jó.

1,23 A mátrix inverze

Az Á mátrix inverze alatt azt az X mátrixot, értjük, amellyel képzett szor­

zata kommutatív, és az É egységmágmátrixot eredményezi:

_ _ — — — _ -1
A X = X A = E ; X = A ( 212)

Az Á, X, és E azonos tipusu kvadratikus mátrixok.

Az X tehát az inverzmátrix, bár helyesebb reciprokmátrixnak nevezni. A recip- 

rok vagy inverzmátrix kiszámítását az A x = b speciális mátrixegyenlet meg­

oldásához hasonlóan elemi bázistranszformációval végezzük el. Az eltérés itt 

csupán az, hogy b vektor helyett E egységmátrix szerepel az induló táblázat­

ban és eredményül x vektor helyett X mátrixot kapjuk:
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bázis 51 C
M 

l<Ö o . Q- n ®1 (D
l 

ro

• . . e n

B1 all ai2 ’ • • aln 1 0 0
l

C
M 

l<Ö

a21 a22 ‘ • ” a2n 0 1

•
•
•

0

•

•

nl <0 a -nl %2 • . . a nn 0 0 1

1 
H

1 X

x2. . . x n
_

X11 X12* • *Xln

X21
•
•
«

X22‘ ’ * X2n

Itt az ellenőrzés az A X szorzat elvégzése, amely E-t kell eredményezzen:

all a12 * * * ain X11 X12 ’ * * Xln 1 0 . . . o

a2'l a22 ’ ' • a2n X21 X22 * • ' X2n = 0 1 . . . o

• • • • 0
• • • a
• • • a

anl an2 ’ . . a• nn X nl Xn2 ’ 0 0 . . . 1
r r ——- —

41, példa

ai a2 ei e2 C
M

1 (Ö

el e2 X1 X2

pl
 

pl 1 -2

3 -5

1 0

0 1

-2

1

1 0

-3 1

-5 2

-3 1

-5 + 2.3 = 1 1 + 3 ( -2) = -5

0 - 1.3 = -3 0 - 1 (-2) = 2
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1.3 Lineáris egyenletrendszerek

A három ismeretlenes egyenletrendszerek még viszonylag könnyen meg­

oldhatók determinánssal. De 4 vagy annál több általában " n" ismeretlenes e- 

gyenletrendszereknél gyorsabban jutunk a megoldáshoz, ha az egyenletrend — 

szert Á x = b mátrixegyenlettel helyettesitjük. Ugyanis mindig akad olyan

all ai2 • * ’ ain X1 bl

a21

•

a22 ’ ' ‘ a2n X2 

•

—

. cr ro

•
0

cl .ni an2 * ’ * ann

•
0

X n

0
0

b n
_

mátrixegyenlet, amelyet ugyanazok az x , x„ . . . x skalárok elégítenek ki,
__  __ ___ ________________________________ -L____ _____________ FI______________________________________

all X1 * “12 x2 ’ ■ • • ’ aln xn ' bl

a21 X1 + a22 x2 + • * * + a2n xn “ b2

a x + a x + . „ „ + a x = bni 1 n2 2 nn n n

11 n" ismeretlenes lineáris egyenletrendszert. Tehát a lineáris egyenletrendszert 

a megfelelő mátrixegyenlettel helyettesítjük és az ismeretleneket elemi bázis- 

transzformáció segítségével kiszámítjuk.

Példa:

42. Oldjuk meg az alábbi lineáris egyenletrendszert:
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2xl + x2 - X3 * 3X4 ■ 2

4x± - 5x2 + 3x3 + 4x4 = 2

x2 + 2X3 ' 3X4 =13

-x^ + 3x2 + 2x4 = 8

ezt a lineáris egyenletrendszert 

az alábbi

A x = b mátrixegyenlettel be­

helyettesítjük:

r—- —• — —

2 1 -1 3 X1 -6

4 -5 3 1 X2 = 20

0 1 2 -3 x3 11

-1 3 0 2 __X4_ • -9
—• w-

Az x^, x2, x^ és x4 skaláro- 

kat elemi bázistranszformáció­

val számítjuk ki.

xi = 2 ; x2 = - 1 ; x3 = 3 ; x4 - 2

1,4 Lineáris egyenlőtlenségrendszerek

Az x >• a egyenlőtlenség a számegyenes "a"-tói jobbra eső szakaszá­

val szemléltethető ( 48. sz. ábra) .

0 ez
48. sz. ábra.

Az x > a egyenlőtlenség
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Az x < a a számegyenes "a"-tói balra eső szakaszát jelenti, az x a 

szakaszban az " a" is benne van.

Az a11x1 + a12x2< 

= b^ határegyenes pontjai 

( 49. sz. ábra) .

b egyenlőtlenséget kielégitik az a11xi + a x = 1 11 1
és az egyenes alatt elhelyezkedő összes pontok.

Az a x + a x =* b egyenlőtlenség a határegyenes és a felette lévő 11 1 l^i 1
pontok összességét jelenti ( 50. sz. ábra) .

Az előbbiekből következik, hogy az
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allXl + S12X2 bl

a21Xl + a22X2 — b2

(213)

egyenlőtlenségrendszert kielégítő pontok halmazának felső határai az alacso­

nyabban elhelyezkedő egyenesdarabok lesznek (51. sz. ábra) .

Viszont az

ailXl + ai2X2 — bl

a21Xl + a22X2 — b2
( 214)

egyenlőtlenségrendszert kielégítő pontok halmazának alsó határát mindig a fel­

ső egyenesdarabok képezik. ( 52, sz. ábra) .

Ha most kikötjük azt is, hogy az x és x„ változók nem negativ számok,-L
a ( 213) -as valamint a ( 241) - es egyenlőtlenségrendszerekhez még egy 

x! • °

egyenlőtlenség járul. Vegyük például a ( 213)-as egyenlőtlenségrendszert: 
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xl- x2 ~ 0

ailXl + ai2X2 bl (215)

a21Xl + a22X2 b2

52, sz, ábra.

A (214)-es egyenlőtlenségrendszer 
jelentése

Az ilyen egyenlőtlenségrendszert amelynek alapegyenlőtlenségeiben ( 213) jel 

van, normálrendszernek fogjuk nevezni. A normálrendszert alapesetnek tekintjük,

A (215)-ős normálrendszert, a (213)-ast kielégitő ponthalmaznak csak 

az első negyedbe eső része elégiti ki. ( 53. sz. ábra bevonalkázott területe) . 

Gyakorlati megfontolások alapján a bevonalkázott négyszögbe eső pontok közti 

is csak a csúcspontokba eső úgynevezett extremális ( szélső) megoldások ér­

dekesek számunkra. Ezek az extremális pontok - két ismeretlen esetén - a 

határegyenesek egymással valamint a tengelyekkel képzett metszéspontjai gya­

nánt könnyen meghatározhatók. Ez a módszer grafikus módszer néven ismert.

Példa

43. Határozzuk meg az alábbi normálrendszer extremális megoldásait gra­

fikus módszerrel.
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a határegyenesek szerkesztési alakban:

po( o ; o)

E\( 3 ; 0)

P2( 2 ; 2)

P3( 0 ; 3)

Ha az ismeretlenek száma kettőnél több, a grafikus módszer nem alkal­

mazható. Ebben az esetben a normálrendszer alapegyenlőtlenségeit u , u^, ,

úgynevezett duális változók hozzáadásával egyenletekké alakítjuk, majd ele­

mi bázistranszformációval előállítjuk a lehetséges bázismegoldásokat. Egyszerű­

ség kedvéért ezt az eljárást is a két ismeretlenes normálrendszerrel mutatjuk 

be.
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(216)

A megszokott módon elkészítjük az induló táblázatot:

I.

Az induló táblázatban a bázist e^, vektorok alkotják, itt = 0 és x^ = 0, 

hiszen egyik sem szerepel a bázisban. Ennek a táblázatnak a P ( 0 ; 0) pont 

felel meg. Ezután e^ helyett az vektort vonjuk be a bázisba:

II.

h *2 U1 u2 b

H
 

C\1
iX

 
K

P

1

0

a’12

a>22

—— 0
ail

i 
all

cr
 

cr

A II. táblázatban x és e„ vektorok alkotják a bázist, itt x = b’ és x = 0. _L _L -L
A táblázatban szereplő bázismegoldás a P^( b’ ; 0) pontnak felel meg, A III. 

táblázatot az x^ vektor bázisba vonása utján kapjuk:
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®1 <D
 1

“1

1 5 b

X1 1 0 all

C
M 

C
M 

tH 
C
M 

’<Ö 
"(Ö

b”l

—
0 1 1 . C

M 
Ű

2

X2 &21 a*22

III,

A Hl. táblázatban és x^ vektorok képezik a bázist, igy 
Ez a bázismegoldás a P^/ b”^ ; b’^/ fontnak felel meg.

A következő és egyben utolsó bázismegoldáshoz két

= b” és x2 = b”.

utón is eljuthatunk.

A III, táblázat bázisába helyébe u^-et hozzuk be, vagy az I. táblázat e^- 

bázisvektora helyett hozzuk be x^-öt. Ez utóbbi rendszerint egyszerűbb. E- 

gyébként mindkét megoldásnak x^ = 0 és x? = b^’” koordinátákkal a 

P3I 0 ; t>2”'/ pont felel meg.

*1 C
M

1 0) h C
M 

1 5 b

*1 a’ll 0 1

C
M 

C
M 

H 
C
M 

(0 
<Ö

1 bl”’

IV.

*1 *21 1 0 1
ai2

b2*”

A négy bázis megoldás geometriailag jól szemléltethető ( 54. ábra) .
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Egyszerűbbé válik a számítás, ha az induló táblázatból az u^ és oszlopot 

elhagyjuk, és az e és e bázisvektorok helyébe az u és u„ duális változó- 

kát Írjuk. így a II. táblázatban az e^ oszlopa helyébe az u^ oszlopa kerül, e^ 

és u^ oszlopa pedig elmarad. A számítás menete a megszokott eljáráshoz ké­

pest tehát azzal módosul, hogy az elmaradó oszlop helyére uj oszlop kerül. 

Ennek a generáló elem helyén lévő eleme a generáló elem reciproka lesz, a 

többi elemét pedig úgy kapjuk, hogy az előző táblázat megfelelő elemét meg­

szorozzuk a generáló elem negatív reciprokával.

X1 X2 b

Ll a b.1 11 12 1

U2 a21 a22 C
M 

12

U1 X2 b

1 ai2 bl
X1 ail ail ail

U2

vd| 
vH 

cd 
H

 
(Ö 

I 
<Ö

l a*22 C
M 

X)

Hogy egy megoldást szolgáltató táblázat után - bonyolultabb esetben is - ugyan­

ilyenhez jussunk, a generáló elem megválasztásakor szem előtt kell tartanunk a 

2,2 pont a/ , b/ , és c/ megkötéseit.

Példa

44. Határozzuk meg a 43. példában szereplő egyenlőtlenségrendszer ext- 

remális megoldásait elemi bázistranszformációval.

X1 ’ X2 > 0 X1 , x2 , ux , u2 , > 0

2xl + x2 6 r 2x1 + x2 + U1 = 6

X1 +2x2 6 X1 + 2x2 + u2 = 6

<1 x2 b

U1

U2

2 16

12 6

—-— < —— , a generáló elem az első sor­

ban lévő 2-es lesz.
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III.

IV.

U1 x2 b

X1

u2

1 1
2 2

1 ü
2 2

3

3

U1 u2 b

X1

X2

2 __1
3 3

1 2.
3 3

2

2

X1 U2 b

U1

X2

3 1
2 2

1 1
2 2

3

3

= 3 ; x2 = 0 ; P( 3;0) (43. Pl.)

3 3 , 3— < — ; a generáló elem a — lesz. 

2 2

X1 = 2 ; x2 = 2 ; P( 2;2)

2 2 2— = ; bármelyik lehetneE. O
3 3 

generáló elem. .

x± = 0 ; x2 = 3 ; P3( 0;3)

2, Lineáris programozás

2.1 A grafikus módszer

Két ismeretlen esetén, Ugyanúgy mint az egyenlőtlenségrendszerek megol­

dásánál, alkalmazható a grafikus módszer. Ez most annyival módosul, hogy itt 

az extremális megoldások közül ki kell választanunk az optimális megoldást.

2.11 A normál maximum feladat

Egy üzemrész, amely rendelkezik megmunkáló és festő műhellyel, kétféle 

terméket gyárt. Állapítsuk meg, hogy hány darabot ( x^) kell készíteni az első 

termékből, és hány darabot (x2) a másodikból, hogy a legnagyobb jövedelmet
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( szolgáltassa. A gyártásra vonatkozó adatokat az alábbi táblázat tártál-mc±x 
mázzá:

LI, táblázat.

műhely

termék db.

időkapacitás

d 0:
X1 x2

megmunkáló

’szüksc ail ai2 bl

festő

églet a21 *22 b2

hozam fl f2 -

A feladatot matematikailag egy egyenlötlenségrendszerrel fogalmazhatjuk meg:

a/ A keresett darabszámok és x^ csak pozitiv számok lehetnek, ezt 

igy Írjuk fel:

*1 ■ x2- 0

b/ A megmunkáló műhelyre felírhatunk egy egyenlőtlenséget, ugyanis az 

első termék időszükséglete szorozva a darabszámával plusz a második termék 

időszükséglete szorozva a darabszámával kisebb kell legyen vagy legfeljebb e- 

gyénlő a műhelyben rendelkezésre álló idővel ( időkapacitás) :

a„ x_ + a_ ox„ b„11 1 12 2 1

Az időkapacitást órában számoljuk és egy műszakra vonatkoztatjuk.

c/ A festőműhelyre az előbbihez hasonlóan a következő egyenlőtlenséget 

írhatjuk fel:

d/ Végül kikötjük, hogy az első termék hozama szorozva a darabszámá- 

val plusz a másik termék hozama szorozva a darabszámávai maximális legyen:

f x. + fox = f11 2 2 max 
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Ezt az egyenletet célfüggvénynek nevezzük. A hozamot valamilyen pénzegység­

ben adjuk meg.
Az a/ , b/ , c/ , és d/ pontokban leirt képleteket összefoglalva:

a/ ................. , x2 1

b/ ................. aHXl + ai2X2 bl

>
................. a21Xl + a22X2 ~ b2

(217)

d/ f x, + fox_ - f11 2 2 max

matematikailag megfogalmaztuk a fent vázolt feladatot. A problémát lineáris egyen­

lőtlenségrendszerrel irtuk le tehát ez a feladat a lineáris programozás körébe 

tartozik. És mivel a célfüggvény maximumát keressük, ezen kívül normálrendszer­

rel van dolgunk, normál maximum feladatról beszélünk. Az optimális programot

azon x^ 

mális.

és x2 darabszámok szolgáltatják, amelyek mellett a célfüggvény maxi-

A b/ és c/ egyenlőtlenségek alkotta rendszer megoldását az 51. ábra il­

lusztrálja. Az a/ egyenlőtlenséget és hozzávéve az extremális megoldásokat az 

53. sz. ábra mutatja. Ezek P , P2> P^, amelyek közül az optimális megoldást a 

célfüggvény ( d) segítségével választhatjuk ki. A célfüggvény f^x + fQx = 0 ho­

mogén alakja az origon áthaladó egyenes. A jobboldalon bármilyen fmax érték 

álljon és a célegyenes mindig párhuzamos lesz a homogén alakkal. Az az ext­

remális megoldás jelenti az optimális megoldást, amelynek megfelelő ponton állan­

dó célegyenes az origótól a legtávolabb van, ( lásd az 55. ábrát) . Ha a céle­

gyenes a bevonalkázott sokszög felső kontúrjának egy egyenesdarabjával egy­

beesik, akkor ennek az egyenesdarabnak minden pontja optimális megoldást 

szolgáltat.

Megjegyezzük, hogy ugyanazon feladatnál a célfüggvényt több szempontnak 

megfelelően is felírhatjuk, - és az igy kapott optimális megoldások nem feltétlen 

esnek egybe.
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Példa

45, Oldjuk meg grafikus módszerrel az alábbi normál feladatot:

LII, táblázat

műhely

termék db.

időkapacitás

X1 X2

megmunkáló

idő
­

szükséglet

2 1 6

festő 1 2 6

hozam 5 7 -

A feladatnak megfelelő egyenlőtlenségrendszer:
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a határegyenesek:

1 22xl + x2 = 6 — + — = i

X1 X2
X1 + 2x2 = 6 — + — = i

A célfüggvény homogén alakja: 5X1 + 7x2

Az origótól legtávolabbra eső célegyenes kijelöli a P -ot.

A Pq pont koordinátái milliméterpapiron leolvashatók. Ellenőrzésképpen a két 

egyenes metszéspontjaként adódó P koordinátái számítással:
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^max ~ 5xi + ?x2 = 1° + I4 = 24 pénzegység

Megjegyezzük, hogy a ( 217) - es normálrendszerben az a b./ - c./ egyenlőtlen­

ségrendszer 2-nél több, igy " n" egyenlőtlenségéből is állhat.

2,12 A minimum feladat

A minimum feladat abban különbözik a maximum feladattól, hogy a b./ - 

c./ egyenlőtlenségek 'Z.jelüek és a célfüggvény minimumát keressük:
—■x

X1 ’ x2 0

X^ x_ 2: b
11 1 12 2 1

XX . + x,, b,.21 1 22 2 — 2

• 0 •
0 e A
• e a

x. + a. ~ X,-, bnl 1 n2 2 — n

f . X f„ = f .1 2 2 2 min

( 218)

Példa

46. Kétféle takarmány áll a vadgazdaság rendelkezésére, amelynek mind­

egyike A, B, C tápanyagokat tartalmaz. Egy-egy adagba "A" tápanyagból 6, 

"B"-ből 12 és "C"-ből 4 sulyegységre van szükség. Hány sulyegységet kell 

venni a kétféle takarmányból, hogy a fenti feltételeket teljesitsük és az önkölt­

ség minimális legyen. Az első takarmány önköltsége sulyegységenként 5, a má­

sodiké 6 pénzegység. Az adatokat táblázatba foglalva:

Lili, táblázat.

tápanyag
takarmány minimális 

mennyiségX1 X2

A 2 1 6
B 2 4 12
C 0 4 4

önköltség 5 6 —
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Xl’ X2 °

2x, + x 6 1 2

2x1 + 4x2 >12

4x2 4

5x. + 6x = f . 1 2 min

Itt 3 határegyenes lesz, ezeket és a célegyenest megszerkesztjük (lásd az 52. 

ábrát) :

2x + y = 6 —*- 77 + = 1J 3 6

2x + 4y =12 —* f + ^ = 1
6 3

4y = 4 — 2- = 1

5
5x + 6y = 0 —— y = - — x
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Az extremális megoldásokat a P.^, és P3 pontok képezik. Amelyik ponton át­

fektetett célegyenes az origóhoz legközelebb van, az a pont jelenti a célfügg­

vény minimumát, vagyis az optimális programot. Ez a pont a ?2 ( 2;2) , tehát a 

keresett takarmány sulyegységek: x = 2 és y = 2. Ezen értékeket a célfügg­

vénybe helyettesítve:

f . = ^*2 + ^.2 ~ pénzegység.

A P^ és P^-ban magasabb lenne az önköltség. Behelyettesítéssel ellenőrizhet­

jük. A pontok koordinátáit itt is természetesen a megfelelő egyenesek metszés­

pontjai szolgáltatják.

2,2 A szimplex módszer

Ha az ismeretlenek száma 2-nél több, a grafikus megoldást nem lehet al­

kalmazni. Normálrendszernél elemi bázistranszformációval képezzük a bázismeg­

oldásokat, a ( 216) -os rendszernél alkalmazott módon, de most a célfüggvényt is 

a rendszerhez adjuk és jól konstruált megkötések segitségével a bázismegoldá­

sok közül kiválasztjuk az optimális megoldást.

allxl + a12x2 + - + aln xn bl

a21Xl + a22X2 + - + a2n Xn S b2

0 e t> •

* » • »

a x + a x + ... + a x b ki 1 k2 2 kn n — k

f x + f x + ... + f x = f112 2 n n max

Hogy a közbeeső bázismegoldásokon keresztül eljussunk az optimális 

programhoz, a generáló elem megválasztásában az egyenlőtlenségrendszereknél 

emlitett 3 megkötéshez még egyet be kell tartanunk, nevezzük itt ezeket korlá- 

tozó feltételeknek:
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d/ Csak abban az oszlopban választhatunk generáló elemet, amely leg­

alsó eleme pozitiv, vagyis csak az a termék vonható be a programba amelyik

jövedelmező, és lehetőleg amelyik a legnagyobb jövedelmet hozza.

Tegyük fel, hogy:

a/ ail pozitiv szám ( szerepel ezen üzemrészben)

b/ b^ és pozitiv (van szabad kapacitás)

bl

ail
az első oszlopra nézve a legkisebb hányados (legszűkebb ke­

resztmetszet.

d/ f pozitiv és az f értékek között a legmagasabb, 

zá a legnagyobb jövedelmet biztosítja) .

( jövedelmez, méghoz-

A fentiek értelmében lesz a generáló elem és igy a második táblázat:

x. x„ . . . X12 n b

X1

U1

uk

—— a \a 12 In
11

21 _»
a 22 2n

11

akl
a k2 kn

11

cr
 

cr
 

cr

-f f->-i- f’ ... f
a_ „ 2 n

11

--X

“li1
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A második táblázatról áttérünk a harmadikra stb, addig amig az utolsó sor­

ban az f, elemek negatívvá nem válnak. ( Mikor ezek mind negatívak már nincs 

olyan termék amely jövedelmezően bevonható lenne a programba) , Ezen utolsó 

táblázat " b" oszlopa szolgáltatja a keresett optimális programhoz tartozó x , x^ 

. . . x^ és fmax értékeket. Az frnax"^ mindig negatív előjellel kapjuk meg. A 

bemutatott módszert, simplex módszernek nevezték el.

Példa:

47. Oldjuk meg a 45. példát simplex módszerrel.

X1 ; x2 Z. 0
X = 7XI •

2x. + x„ ■< 6 f = ?1 2 max
Xo = ?2

X1 + 2xo^,6

5x^ + 7x„ = f1 2 max

X1 X2 b X1 U2 b U1 U2

X1 = 2U1 2 1 6 U1

1 to
|d -1

2 3 X1
2
3

H
|cn

i

2

u2 1 □ 6 x2
1.
2

I 
2 3 X2

-1.
3

2
3 2 X2 = 2

-f 5 7 0 -f 3
2

-7
2 -21 -f max -1 -3 -24 f max = 24

o
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Ajánlott irodalom

Éltető Ö. - Ziermann M.: Matematikai statisztika

Prékopa A.: Valószinüségelmélet

Sváb J.: Biometriai módszerek

Farkas V.: Lineáris programozás matematikai alapjai

Krekó B.: Lineáris programozás

© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.



© OEE Wagner Károly Erdészeti Digitális Szakkönyvtár 2025. Támogató: Agrárminisztérium szerz.sz.: EGF/201/2025.






