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A matematikai elméletekhez mindig hozzatartozik azok gyakorlati al-
kalmazdsa, ami a mérnok szédmdra kétszeresen is fontos, Egyrészt ezdltal
valik teljessé a matematikai tudésa, mésrészt az egyes példék és
tok ©ndllé megolddsa révén sajatithatja el azt a gyakorlati tudé
munkdja sorén sziksége van,

A jelen feladatgylijtemény mind a két célt szolgédlja, Szdmos olyan
példa taldlhaté benne, amely lényegileg az elmélet kozvetlen alkalmazéséat
kivanja meg a mérnoki munka sordn eldfordulé problémak megoldasand
A szikséges matematikai mdédszerek egy-egy tipuspélda részletes kic
gozdsa révén keriilnek bemutatdsra, Ezek a mddszerek nem egy esetben
azonban az elméleti anyag ondlléd felhaszndldsét és formdldsat teszik
sziukségessé, és igy nemcsak a megfeleld matematikai képletek
kividlasztasédt és alkalmazdsét kivanjdk meg, hanem ©6ndllé logikus gondol-

kodasra is nevelnek, Ez végeredményben egy mérndkhallgatd

matematikai tanulményainak - bizonyos targyi ismeretek me

azok felhaszndldsénak a képességén kivil - alapvetd célja is, hiszen
gyakorlati munka sordn mindig eldadédnak oly problémék, amelyek az is-
mert képletek gépies alkalmazdsaval nem oldhaték meg, hanem wvalami
otletet igényelnek, Ez a mozzanat az, ami miatt a gép sohasem pdtolha

a "gondolkoddé embert", bar igen nagy segitséget nyujthat neki,

A feladatok kozdtt taldlhaték olyanok is, amelyek csak ©ndllé gon-
dolkodéssal és dtlettel oldhaték meg, Ezekre vonatkozdan elsSsorban a

hatarértékfeladatokra és a szélsdértékszamitdsra utalunk,

Amikor jelen gyakorlati példatarat a leendd mérndknemz
kezésére bocsétjuk, reméljuk, hogy a fenti célok eléréséhez

la hasznos segitséget nyujtani,

Dr.Modr Arthur
egyetem tanar

a Matematikai Tanszék
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ALGEBRA

Kombinatorika

Példak:
J. 9 személyt hanyféleképpen helyezhetink el:
a/l egy padon,
b/ egy koralaku asztal koriil,

al A helyeket ha megszdmozzuk az els8 helyre 9 személy koziil
vélaszthatunk, a mésodikra mdr csak 8 személy kozil és it. a kilencedik

helyre mar csak egy személy marad, Az Osszes elhelyezések széma a
9.8.7.6,5.4.3.2,1 szorzat lesz,

mivel az egyes elhelyezések egymastdl fliggetlenek,

Igy

P9 = 9! = 362 880.

b/ Az egyszeriiség kedvéért tekintsiink csak hdrom személyt,
Héarom elem permutédcidinak a szédma 3!, azonban korbn mozogva

ennél kevesebb lesz a kiilonb6zd elhelyezések széma,

\‘ Az sea-b.c 5 bus c egy-egy

b bca achb ulésrend

a

c a.ib ci b a

Ezért = 2 a kiilonbsz8 elhelyezések szdma 9 személynél az

3!
3

~
cdefghi
defghia
efghiab elhelyezkedések egy
Ulésrendnek tekint-

hetdk,




Sl 2

40 320 a kulonbozd8 elhelyezések szama,

2, 4 orszdg 10 futdja kozil 3 magyar, 4 szovjet, 2 lengyel és 1 csehszlo-
vak nemzetiségu, Hényféle eredménye lehet a versenynek, ha csak arra

vagyunk kivancsiak, hogy az egyes orszdgok milyen helyezést érnek el?

(k,,k

P 1?2

n

Osszefluggés alapjan

(4,3,2,1) _ 10! =
Pio “al 3y 21~ 4000
3. Adva az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szdémok, Hany csupa kuldnboz8 jegybdl alld
kétjegyu szam alakithats?

Kétszitsiink csoportokat!

1.2 21

13 23

14 24

15

16

1.4

18

19 29 39

9 oszlop van és mindegyikben 8 db kétjegyu szdm,
Ez Osszesen 9.8 = 72,
A feladatot képlettel is megoldhatjuk, Képezni kell 9 elem mdsodosztdlyu

ismétlés nélkiill variacidjét,

4, Hany csupa kiilonboz8 jegybdl allé kétjegyi szdm alakithaté az

O S 9, 0 szé&mokbdl?

90 eshet8ség lenne, ha a nulldval kezdddd8 oszlopot is figyelembe

vehetnénk, Igy kiesik a lehetSségek —i'lo-— -e, vagyis 9, ezért




9 2 9 : | . .
10 VlO =70 ° 10,9 = 81 a kétjegyld szdmok szdma,

5., Az eldbbi feladatban ha a szamjegyek ismétlédését is megengedtiik

volna a nulla nélkiili kétjegyu szamok széma

lenne és a nullét is tartalmazdéké

——9—-V2(i) =—9—1O2 =005

10 10 10

6. A "Debrecen" szdé hényféleképpen olvashaté el a kovetkez8 &brardl?

A feladatot a kovetkez8 meggondolds alapjan oldjuk meg, Az otszor

négyes téglalap minden négyzetébe beirjuk azt a szdmot ahdnyféleképpen

az ott taldlhatd betiindz eljuthatunk, Igy az N helyén 1év6 szé&m adja az

Osszes leolvasési lehetSségeket,

Pl, a B betiihoz kétféleképpen juthatunk el,

D E
el8szor jobbra majd lefelé haladva, mdsodszor

lefelé haladva majd jobbra,

.

Konnyen ellendrizhetS, hogy barmely betiihcz az eldtte s a felette
allé betiin keresztiil juthatunk, tehdt annyiféleképpen ahdnyszor az eldtte

és a felette Allé betiikhoz egyiittvéve, Ennek alapjdn a szd&mokat a kis

négyzetekbe beirhatjuk,






mond.uk

3. Hanyféleképpen lehet elhelyezni egy sakktdblédn 8 bastyéat ugy, hogy
ne legyen kett8, amelyik iti egymist ( azaz ne legyen kettd sem egy sor-

ban sem egy oszlopban) ?
4, Hany hétjegyu szam Aallithaté el a 0, 2, 3,5, 7, 8, 9 szémjegyekbdl?

5. Hanyféleképpen kothetd Ossze telefonnal 6t olyan &llomas, amelyek ko-

zul hdrom-hdrom nem esik egy egyenesbe?
6., Az 1,2, 3, 4,5 elemeknek hé&nyadik permutdcidja a 431527

7. Hanyféleképpen foglalhat helyet egymis mellett 4 férfi és 4 nd ugy, hogy

a férfiak és ndk felvaltva kovetkezzenek egymds utén?

8. 5 férfi és 4 n8 hanyféleképpen helyezkedhet el egy padon ugy, hogy
al két egynembeli személy ne keriiljon egymds mellé,
b/ a férfiak és n8k kiilon-kiilon csoportban iilnek ( csak egy férfi

és egy n8 keriil egymds mellé) ?

9, Az 1,2,3,4,5,6,7 8 elemekbdl hdny olyan permutaciét tudunk alakita-

ni, amely 5, illetve 1, 2, 3 elemekkel kezdddik?

10, Az 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8 elemekbdl hany olyan permutdcié alakithaté a-
melyben
a/ a 8642 elemcsoport az itt leirt sorrendben fordul eld,

b/ az a/ alatti elemek egy csoportban ugyan, de azon beliil minden

lehetS elhelyezésben fordulnak eld,

11, A matematika szdé 10 betujét kilon-kiulon kartonlapra kulonbozd szinu-

re festjuk, Hanyféleképpen rakhatd ki a matematika szd&?
12, A matematika szd betuinek hé&ny permutdcidja van?
13, Hany szam Aallithatd el a kovetkezd szdémjegyekbdl: 1,1, 3,4, 4,57

14, Hany kulonboz8 szamot tudunk alakitani a kovetkezd szdmjegyekbdl:

2,5,5,5,9,9,09, 9.

15, Az 1,2,2, 2,3, 4,4, 4,5 szédmjegyekbdl alkotott szdmok kozil hany
szadm kezdddik 125-tel?

16. Egy gyermek 2 piros, 3 fekete, 5 zold és 5 fehér szinu gombjat egy




G

fondlra akarja felfiizni, A gombok azonos nagysdguak és alakuak csak ku-

16nboz8 szincsoportuak, Hanyféleképpen lehet a gombokat felfuzni,

17, Egy erd8gazdasdg 6 erdészete versenyben &ll egymdssal, hogy melyi-
kiik tudja el8bb teljesiteni negyedévi tervét, A versenyzd hat erdészet ko-
zil a hdrom legjobbat jutalmazzdk, A 6 erdészet hanyféle OsszedllitAsban

keriilhet az elsG hdrom helyezésbe?

18, Ot szdmjegyb&l hdny olyan szdmot képezhetiink, amelyben hdrom szdm-

jegy fordul el&?

19, Az 1, 2,3, 4,5 elemekbdl hdny olyan négyjegyu szamot képezhetink,

amely a 4-es szamjeggyel kezdddik és a jegyek benne nem ismétlSdhetnek?
20. Hany csupa kilonbozd jegybdl &allé hatjegyu szé&m alakithatd?

21, Egy dtlléses padon hényféleképpen foglalhat helyet 5 fiu és 4 lany,

ugy, hogy 2 fiu és 2 ledny ne keruljon egymds mellé?

22, Hény kapcsolasi lehetSsége van annak a tdvbeszéld kbzpontnak, amely
a tiz szédmjegybdl egy-egy kapcsoldshoz négy szdmjegyet igényel? (A O-

val kezddd8eket kizdrjuk,)

23, Az 1,2, 3,4,5 elemekbdl hany olyan négyjegyu szémot irhatunk, amely

a 4-es szamjeggyel kezdddik és a jegyek benne ismétlddhetnek?

24, Hany darab 12-ed osztdlyu ismétléses varidcidja van az 1, 2, x ele-

meknek?

25, Hany kilonboz8 dobdst lehet tenni hdrom kilonbozd szinu kockéval?
( A dobédsok kiildnbbz8ek, ha ugyanazon szin, vagy ha ugyanazon szdm

van feliil,)

26, Allitsuk Sssze az 1, 2, 3, 4 elemekbdl 4ll6 mdsod- és harmadosztalyu

kombindcidkat! ElSszor irjuk fel a lehetséges wvaridcidkat, majd huzzuk &t
azokat a csoportokat, amelyekben az egyes elemek elSbb csoportokban

valamilyen varidcidéban mar eldfordultak, Kifejtésiiket szdmitdssal ellendrizziik,

27, Hany darab lottészelvényt kellene kitdlteni ahhoz, hogy biztosan le-

gyen ot taldlatunk?




28, Egy jatékkéartya csomagban 1évS és egymdstdl kulonbozd 32 db
kartya kozul egy jatékféleség esetén egy jatékosnak 10 db kartyat oszta
nak ki, Hanyféle OsszedllitAsban kaphatja kézhez a 10

jatékos?

29, Hanyféleképpen oszthatd ki 32 kértya 4 jatékos kozott, ha mindegyik

@)

8 kértyat kap?
30. Hany kiilonbozd szamlapu dobast lehet tenni hdrom egysziniu kockéaval’

31. Hany kilonbozd dobést lehet tenni hdrom egyszinu kockéaval,

szadmjegyek ismétlddését is megengedjuk?

32, Képezziuk az 1, 2,3 elemekbdl &llé hatodosztilyu ismétléses kombind-

cié valamennyi tagjat!

Binomidlis tétel

Kéttagu mennyiségnek magasabb hatvanyait Newton binomidlis képle-

tével szdmitjuk ki

)h

(a+ b

al Legyen & kitevS pozitiv egész,

Példak:

n (n-1) .. (n-k+1)
1.2 ... k

ahol szerint




tovébbi egylitt-

-10
+ 32,201° = 1,104 080 803 2 .

o]
o

-6 | A |
+ 80,10

tetszés szerinti valds szdm,
(04

x) Maclaurin sorédt, amely

Konvergens,




Nyilvanvald, hogy (X +# pozitiv egész szé&m miat

sok tagbdl fog &llni, Ha kiterjesztjiuk a binomidlis egyltthatdl

n

X p K(XK- 1) . (X=n + 1)
y 1.2 st

alakban, akkor

(1+x)o< >x+< )x2 +
i 2

Ezek utdn (a + b)O( képletet a kovet

meg, Tegyuk fel, hogy [ a / >‘b (

Ezzel megkaptuk a binomidlis tétel kiterjesztését | x [<

tetszés szerinti kitevOkre,
Példéak:

A Newton-féle képlet negativ egész kitevire




B - \
-4 (-5) (-6) :
2.3 ST ! - ik

A bal oldal — A véges érték ezért a végtelen sort meg kell
( x+y)
vizegdlni, hogy mikor ad véges értéket, Evégbdl kiemeljik a jobb oldalon

, -4
minden tagbdl az x -t.

Ha az eldbbiekben ‘% \< 1, akkor ennek emelkedd hatvanyai csok-

kennek és ezért az igen magas hatvdnyok elenyészd kis értékek lesznek
és igy lehetséges hogy végtelen sok tag Osszege véges szdm lesz, A

megadott végtelen sor anndl erSsebben konvergdl minél kisebb az % tort,

Megjegyzés: A Pascal hdromszog ferde sorai a negativ kitevdju

hatvanyok egyiitthatdit adjdk abszolut értékre nézve




neg. 1. hatvany egyiitthatéinak
abszolut értéke

/——r- neg, 2, - -
1 ,—» neg. 3.
1/pneg. 4,

21 35 35 21

A negativ hatvany egyiitthatdit is Osszeaddssal hatdrozhatjuk meg
az el6z6 hatvany egyiitthatdibdl, Pl. a negativ 2, hatvany hdrom elsd
egyitthatdjdnak Osszege az 1 + 2 + 3 = 6 adja a negativ 3. hatvany 3.

egyltthatdjat,

2, Ki lehetne szémitani a fentebb vazolt eljarassal

-4

2k
23" % . (20 + 3)23E 2o<1+23) o +—2%~)

értékét megadott pontossdggal, azonban egyszerubb mdéd is van erre, ugy

hogy ezt melldzzik,

A Newton-féle képlet tort kitevS esetén

Itt is végtelen sort kapunk, A kiirt egyitthaték a kovetkezdk:




Kimutathatd, hogy ezen Yégtelen sor is konvergens, amely anndl in-

kozeliti meg az (x + y)l értékét, mennél tobb tagot szamitunk ki,

5
2, Példaként kiszémitjuk \’ 250-et,

ElSszor megkeressiuk azt a két szamot, amelynek otodik hatvdnya kozott

van 250

o 32; 3% 2 243, 4% . 1024. A 250 tenst 3° &5 4° Ki2é

az otodik hatvanyok figyelembevételével

243 + 7 = 243 <1 - ,)13 )

774

1024 - 774 = 1024 | 1 - 1024

7 774 . 7 " J ®id).
543 < 1024 ezért az elsd felbontdst valasztjuk,

Mivel
( Ugyanis kisebb tortnél a végtelen sor gyor-

sabban konvergél,)

. az eredményt 5 tizedesnyi pontossdggal akarjuk meghatarozni,

szerld lesz az egyes tagokban a két tényezdt 7 tizedesre kiszdémitani




0,0288066

0,0008298
0,0000239
0,0000007

7

243

19
-0,0336 ( = ) = 0,025536 <

5
) = 0,0000000

Rendre Osszeszorozva az egy-egy sorban allé tényezdket 7 tize-

desre

1. sor 0,005 2 0,000 066
3, " 0,000 4 0,000 000 O
5 " 0,000

0,000 066 4
0,005 0,005 762 4

0,005 696

Léthatjuk, hogy a sor olyan er8sen konvergdl, hogy méar az elsd 4

tag 7 tizedesig adja az eredményt

5
4250 - 3 [1 + 0,005696 ] = 3,017 088 ,

Ez az eredmény hat tizedesig pontos,
A gyakorlatban ezen hosszu szémitdsokat melldzziik, mert pl. a lo-
garitmustdbla segitségével sokkal egyszeriubben tudunk akdrhdnyadik gyo-

kot vonni,




=1 \D
l‘> polinom mind a hét tagjdt és Aallapitsuk

. S 2
iegyedik tagjanak értéke ———051“:?‘

2 IN1LS < P o4 Lo o Y-
b )1 kifejtésének otodik tagjat!

N

Komplex szamok
a2 OIIPIEA _SoQlllON

alak

algebrai alak

sin(p ), trigonometriai alak

rigonometriai alakba

lehet negativ,




Olyan szoget kell keresni amelynek a sinusa negativ és a cosinusa po-

zitiv. Ezen sz0g negyedik negyedbeli szog

)
Y- 53.1°; ¢ = 306,9°

z = 5 (cos 306,9° + isin 306,9°),
2, Trigonometriai alakbdl algebrai alakba
3 (cos 210° + i sin 210°) = 3 (- cos 30° - i sin 30°) =
3<__V—§_i;)=_ sls 3,
2 2 2 T

Miuveletek komplex szé&mokkal algebrai alakbdl:

Osszeadas, kivonds és skaldrral szorzds

2 + i
z1 i




Szorzds:

Figyelembe kell venni, hogy

12 ¢+ 15 1 - 3 =

5
3431+< )33(31)2+
2

[ 5

's_)Ll +K
5

2430 i + 1215 + 243

Négyzetgyokvonas:

’\({3 + 4i=7 Feltételezziik, hogy komplex szamot kapunk ered-

ményul




A
b -

e
” &

i1

alés szam, ezért a tovdbbiakban csak a 4-es gyok johet tekintetbe

okok tehat:

feladatnak mindig van megoldasa, mert ha
= X + yi egyenletet pl, a gyokok és egyiitthatdk

ti Osszefliggés alapjan megoldjuk kapjuk, hogy

2 7

b = TR

alakbdl
(cos 210° + i sin 210°)

Y

N I
(cos 300 + i sin 300")




osszefiiggés alapjan
z, . 2, = 35 (cos 510° + i sin 510°) =
- 3"}5 (cos 150° + i sin 150°) = 3]/—5-(—.:05 30° + 1 sin 30°) =

3_\’/';(-—-2——ﬁ+%i)=—3’!_1;+31§i .

l:cos(tfl -302>+ i sin<(fl -%)} alapjan

[cos (- 90°) + i sin (- Qoo)jl =

= ):i_(cos900—isin900)=—§-——(0—i)=— 3 i,
5 5

1 Ts Ts
Hatvényozés: z' ' = r ' ( cos n(.f?-t- i sin nCF) alapjén

B
zi by ( cos 840° + i sin 840°) = 3% (cos 120° + i sin 120°) =

= 3% (- cos 60° + i sin 60°) 34<-—21- ‘3'>

Ea% i
81 ! 81’Y_:;.
> 3 1.,

Gybkvonds: z = 16 (cos 120° + i sin 120°) ;

n n

. I e o
Az Altaldnos Vz = Vr’ (cos tJe 200 + i sin

n

Osszefliggés alapjén (k = 0, 1, w., n = 1)




2 mellett

) L O 3 :
|z = 2 (cos 210" + i sin

k = 3 mellett

Feladatok:

Mutassuk meg, hogy a

Bizonyitsuk be, hogy ha




20, Hatéarozzuk meg az Osszes harmadik
gyokoket! Allapitsuk meg, hogy az egységgyokc

egységgyokok?

Egységre normdlt alak:

3 2 . e i sl "
X + 3 x - ] 0. A méasodfoku tag kikuszobolése ér-

dekében vezessik be




3y2+3y~ 1+3y2~~6y+3--3y+3—

v + 4 = 0,
A megadoit helyettesités az eredeti egyenletbdl

3
y + py+ q=20
alaku egyenletet eredményez,
A megoldast a szokds szerint y = u + v alakban keressiik, ahol

u, v-re fenndllnak a kovetkezd reldcidk

Jelen példénkban tehdt p = - 6; q = 4

Az elsS egyenletet kdbre emeljiik

E két egyenlet alapjén felirjuk azt a
masodfoku egyenletet amelynek u3 és

v3 gyoke,

:2+4z+8=0

—43_V16~32 .
- 2

O

71,2

= 0 egyenlet »gyokeit

” T 3 ’ . .. —_—
alakban keressuk, ezért az u és v komplex szamokbdl kobgyokot

kell vonni

algebrai alakban 1év8 komplex szdémot &t kell irni




trigonometriai alakra

135

}/g(cos 1350 + i sin 1350>

—/ 135° + k 360° . 135
|| 8 ( cos + 1 sin

3

|
2
&

>+i5in<450+k1

mellett ’ VQ (cos 450 + 1 sin 45o> =

:VZ(%§+

gyokot kellene vonni, E helyett u, ismeretében az u,vs= —Lq

szndlasaval az uy -hez tartozd vy -et eldallitjuk,

1=
—~1+V3b

Az eredeti egyenlet gyokei pedig az x - 1 egyenl8ség felhasz-

naldsaval




x - 6 x2 + 6 x+ 10 = O A méasodfoku tag kikiuszobolé-
se az elbbbi feladat mintdjéra
tortént

y3—6y+6=0;p - 6

q 6
Haszndljuk fel a Cardano-képletet!

.(J

6 x2 + 6 x + 10 = 0 egyenlet gyokei az

+ 2 egyenlGség alapjan

e




o

3. Az ; + 3 ¥RoROENE %1 - O egyenlet, mivel van egy raciondlis
gyoke az x, = 1, egyszeribben is megoldhatd, A baloldalon 1évd harmad-

foku polinomot elosztjuk az x, = 1-hez tartozd gyoktényezdvel,

=
(){3'3x{~ 2(X=~*1> x2+4x+1

A 2
Most mar csak az x + 4 x 4+ 1 = O

masodfoku egyenletet kell megoldani a

tobbi gyckok meghatdrozdsa céljabdl,

s

‘W]3

A megoldds egyszerisége arra 0sztonoz bennunket, hogy egy adott har-

madfoku egyenletnél keressink raciondlis gyokoket, A harmadfoku egyen-
let ha egész egylitthatés, akkor érdemes ilyen gyokoket keresni, mert bi-
zonyithatd tétel a kovetkezd:

egyltthatdju

(% # )

: : \
relativ primek )

raciondlis szadm csak ugy lehet gycke, ha
p osztdja az abszolut tagnak, és
q osztdja a legmagasabbfoku tag egyiltthatdjanak,
(A feltétel csak sziikséges!)
Példaul az

2
X - 8 x + 4 polinom =

alaku rac. zérus helyei a kovetkez8 szémok koziil valdk lehetnek, (A




sz&mldlé 4-nek a nevez8 3-nak osztdja.)

#-1, & &, 5 4 £ 5 2%

Léthats, hogy kis egész szdmok (3 és 4) esetén is sok lehet8ség van,
Ezeknél az értékeknél meg kell nézni f( x) helyettesitési értékét, Ha va-
lamely x helynél f(x) = 0, akkor az x gyok, A helyettesitési érték

gyors kiszdmitdsdra (f ( x) akdrhdnyadfoku) igen alkalmas a Horner-el-

rendezés, Ez f (x) alkalmas &trendezésével azonnal f (x) helyettesité-

si értékét adja,

Példaul az

E&x+l]x—8x+ =<|:{3}x+ 1]x—8>x+4L

Konnyebben attekinthetd forméban

3 2 2
f (x) 3x +x -8x+ 4 (3 x" + x-8) x+ 4 =

Az elsd sorba a

polinom egyltthatdit

irjuk ( esetleges 0
egyiitthatékat is) az
elsG oszlopba pe-

j =)

dig a g alaku le-

hetséges gyokoket
x értéke mellé leirjuk a legmagasabbfoku tag egyiitthatéjét, Osszeszoroz-
zuk a két szdmot majd hozzdadjuk a jobbra felette 1év3 kovetkezd egylitt-
hatét, Az igy kapott szémot leirjuk, Azutdn ismét szorzunk a megfeleld x
értékkel, hozzdadjuk a kovetkez8 egyilitthatét és leirjuk, S mindezt addig

folytatjuk amig van egyiitthatd, Az utolsé helyre éppen f ( x) keriil,

A Horner-elrendezésnek egyszeriusége mellett mds eldnye is wvan,
Ugyanis, ha sikerult egy gyokot megtaldlnunk, akkor az egyenlet tobbi
gyokét abbdl az eggyel alacsonyabbfoku egyenletbdl nyerhetjuk, amelynek

baloldalat a gyoktényezovel elosztjuk 3 x  + x2 - 8x+ 4 =0 egyen-

letnél




1ados  polinom egyiitthatdi 3, 4, tehat éppen azok a szamok,
a Horner elrendezés mdasodik sordban &llnak, Igy a polinomok osz-

a

sem kell elvégeznink,

ladatok:

g a raciondlis gyokeit a kovetkezd harmadfoku egyen-

+ ax egyenletben hatdrozzuk meg a értékét

az egyik gyok 3 legyen, Mennyi lesz a masik két gyok?
2 , A p
ax + bx + 6 = 0 egyenletben hatarozzuk meg a és b ér-

legyen.,

hogy az egyenlet egyik gyoke 2, egy mésik gyoke 3

Mennyi a harmadik gyok?




Oldjuk meg a kovetkezd harmadfoku egyenleteket a Cardanc

segitségével!

13, x3+ 12x2+24x—64=0

14, x3+3 2«-3x-—14=0

15, x3+ 2+14x—21=00

A determindns

Példak

A mésodrendu determindns megoldasa

. (-7) - 3.5 = - 29

- 36 - (-4 .5) =2

A harmadrendu determindns megoldésa

a] &tlés médszerrel, (Ez a mdédszer csak a mésod- és harn

du determindnsok kiszémitdsdra alkalmas,)

= 48 + 0 + 18 - (-




48 + 18 + 0- (-8 + 0 - 45) = 119

indns elemi tulajdonsdgai és az aldetermindns fogalménak

Az elsS oszlop (-3) szorosét adjuk a harmadik

oszlophoz,

regyedrendu determindns kifdjtése

aldetermindnsokra wvald bontassal




=+ 98 + 100 - 176 + 164 = 186

b/ A determindns elemi tulajdonsdgai és az aldetermindns fogalma-

nak felhaszndldsaval,

A determindns mdésodik soréat
szorzom 2-vel, de az egész
determindnst osztom is ketto-

vel

Az els8 sor (- 1)- szeresét

hozzdadom az utolsd sorhoz

Az elsd sort hozzdadom a ma-

sodikhoz

Feladatok:




(O] [ TREN| | \C RN [SY
1

I Wi

ojlw Wik Ol

(@]

1 "=
4 8
5 27
16 -64

ElsSfoku egyenletrendszerek megcolddsa, Cramer szabdly

25 Az egyenletrendszerbdl megprdébdlunk kikiiszo-

20 bolni egy ismeretlent és igy egyismeretlenes

egyenlethez jutunk,
Az elsS egyenletbdl




] o

vy =5x4+ 25 Ezt a mésodik egyenletbe téve
10 x + 3 (5 x + 25) 20 =5 x + 25 alapjén

10 x + 15 x + 75 y = 14

x -2y az elsé egyenletbdl

5 X3y & y=4-5x a mésodik egyenletbdl .

Igy a jobboldalak is egyenlSk

4—5x/.2

Az els8 egyenlet mindkét oldaldt (- 2)-vel, a

mésodikét 3-mal szorozzuk és az egyenletek

megfelelS oldalait osszeadjuk,

y ismeretlen értékét helyettesitéssel kap-
juk
2x+3y=25

58
1.7~t-3y--5




Cramer szabdly szerint:

-3 3 -1

6 -2
? 165 - 97 68

34 B 34 - 34

egyenletbdl

Feladatok:




Klw < [v <=
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. A Dyt 2
27, Hatarozzuk meg az a, b, ¢ értékét ugy, hogy az a x + b x + c

polinom értéke x = 1 helyen 1, x = 2 helyen -%- és az x = 3 helyen

4 legyen
3 8y .

MAtrixszdmitds elemei

oszlopaival szorozva kapjuk,

1+ 25
1+ 2,
(-1)+2
1 +2
2, Meghatdrozandd méatrix inverz métrixa

matrixegyenlettel!

tehét 1étezik a BT




Igy az inverz matrix B_l =

. Hatdrozzuk meg az A = matrix inverzét az
(33)

Osszefliggés alapjén, amelyben Aik a a, -hoz tartozé aldeterminéns ér-

tékét jelenti d pedig a métrixbdl képzett determindnsét,




1
Wiw win Wl
I

Wl Wik win
Wiw wlw wlw

4, Hatérozzuk meg az

6 9 i 9
M = o+ 6 =2 5 matrix rangjat!
4

(3,4) 10k 95 325 17

A métrix rangja legaldb 1 és legfeljebb 3,

A fenti métrixbdl kivehet8 harmadrendii determindnsok ( sorok és oszlopok

cseréje a kivételnél nincs megengedve) széma:

[2)-3)

Rendre meg kell vizsgdlni van-e ezek kozott el nem tund harmadren-

du determinans,

mert az elsé és mdasodik oszlopa ardnyos




15 £S5 25

( A két utébbi determindnsndl a linedris kombindcié nem szembetiing,)

Nincs el nem tund harmadrendu determindns, tehdt a matrix rangja legfel-
jebb 2 lehet,

Kivehetd mdéasodrendu determindans

18 wvan, Ezekbdl azonnal kivAlaszthatd

= 150 + 30 = 180 4 O
25

ezért a rang 2, vagyis ©@(M) = 2,

Megjegyzés: Kevesebb munkaval megallapithatjuk a maéatrix rangjét,
ha szem eldtt tartjuk a kovetkezd tételt;

Ha egy métrixban mindazok az (r + 1) -ed-rendu determindnsok
eltiinnek, amelyek egy fix el nem tund r-ed-rendu determindnst tartalmaz-
nak, akkor az osszes (r + 1) -ed-rendu determindnsok eltiinnek,

A feladatunk megoldasdban az eldzd tétel szerint elegendd lett vol-
na pl. a kovetkezd két determindns vizsgdlata, mert ezek tartalmaznak

egy el nem tund mésodrendu determindnst,

métrix rangjét!




A matrix rangjdnak meghatarozédséat még egyszerubbé tehetjik a ko-

vetkez8 két tétel felhaszndlasaval,

1, Egy métrix rangja nem véltozik, ha egy oszlopét (vagy egy sorét) meg-

szorozzuk egy O0-tdl kiulonbczd szammal,

2, Egy métrix rangja nem valtozik, ha egyik oszlopdhoz (vagy soréhoz)
egy mdsik oszlop ( sor) tSbbszorosét adjuk,
Adjuk a 4, oszlop (-2)-szere-
sét az elsd, (-3)-szorosét a 2,
oszlophoz, 3-szoroséat a 3.-hoz
és (-4)-szeresét az 5, oszlop-

hoz,

adjuk a 2, sort a harmadik sor-

hoz,

szorozzuk meg az elsd oszlopot

1 . g 1
3 -dal, a masodikat T

harmadikat % —-del, a negyediket

del, a

1
o |
11 el,

az els8 sor (-3)-szorosat ad-
juk a harmadik sorhoz, majd a
harmadik oszlopot adjuk az el-
s8, masodik, majd az otodik és
(-5) -szorosét a negyedik osz-

lophoz,

Két zérdtdl kilonbozd széamot kaptunk, amelyek nincsenek egy osz-
lopban és egy sorban, Tovdbb az eljdrdst nem érdemes folytatni, mert ez-
zel az egyesek helye valtozna csak meg a szédmuk nem, Igy a rangszdm
a nem 0O elemek szdméval egyezik meg, Konnyen lathaté médon mésod-

rendu aldetermindns is kivehetd beldle, ¢ harmadrenduek azonban tartal-

mazni fognak egy zérdkbdl &llé oszlopot, Tehédt & gi\g)) = 2




- 490 -

6. Allapitsuk meg, hogy a kovetkezbkben adott oszlopvektorok linedrisan

fliggbek-e vagy fiiggetlenek?

A vektorokbdl képzett determinans

= 10 ¢4 0, tehét fliggetlenek,

Véltoztassuk b (-2) komponensét ugy, hogy a hérom vektor fliggs
legyen!

4
153

b vektorban (-2) helyébe % -ot irva a hdrom vektor fuggd lett,

ami azt jelenti, hogy bdrmelyikiik kifejezhetd a mésik kettd segitségével,
Példaul a kifejezhets b és c segitségével mégpedig a = 3 b-c
alakban, Ezen feladat megolddsa homogén linedris egyenletrendszer meg-

olddsdhoz vezet azért ezt késSbbre halasztjuk,

Feladatok:

1.

A , B = o
(2,3) " (3,3 (2,3)




. B
(3,4)

7. lgaz-e a matrixok korében az a tétel, hogy a métrixok szorzata akkor,

és csakis akkor nulla, ha az egyik métrix nullmétrix?

Hatdrozzuk meg a kovetkezd feladatokndl az inverz méatrixot!

e




3 -1
O |
2 -1
18, Igaz-e, hogy a  kommutativ métrixpdrok csak négyzetes matrixok

lehetnek?

19, Meghatdrozanddé két olyan egymdstdl kilonbozd métrix, amelyek

szorzata kommutativ, de egymdsnak nem inverzei'! (A, B 4 O, E).

Hatdrozzuk meg a kovetkezd mAtrixok rangjét!

20,




= igp =

Altaldnos linedris egyenletrendszer megolddsa

a/ Az ismeretlenek szdma egyenld az egyenletek szaméval,

1. Az egyenletrendszer determinansa D ¢ O. Ilyen tipusu példédkat
és feladatokat a Cramer szabdllyal kapcsolatosan adtunk.

2, Az egyenletrendszer determindnsa D = O,

2 x+ 3y-42z 27 3v-4
-4 x - 6 y+ 5 z =|{-4 -6 5}
6 x+ 9y - 6 =z 6 9 -6

Mivel @ (M) = g(M’) = 2, az egyenletrendszer megoldhaté, Kivalasztunk

egy el nem tund mésodrendu determindnst pl.:

18 4 O

Tekintsiik az ezt tartalmazd egyenleteket!

¥~ AnZom BeosSdliK
- 6 Zo=p5 = 6/x

Az &ltaldnos megoldds ( x-et valasztva paraméternek):

't . o

£
9

3. Homogén linedris egyenletrendszer megolddsa




I3 x -7y -2z
-2 x+ 3 y+ 7z
- X -y + 13 =z

az egyenletrendszernek van a trividlis x = y = 0-tdl kiilonbozd
megoldésa,

rs s

A szamitdsokat az el6zd feladat mintdjdra végezziik:

I3 x-7y =2z
-2 X+ 3y=-7=2z

altalédnos megoldas:

Végtelen sok megoldéds van, amelyekben az ismeretlenek ardnya meg-

hatdrozott,

b/ Az ismeretlenek szdma nem egyenl8 a megadott egyenletek széa-

maval,

A zardjelbe tett szédmok az
egyenletrendszert meghatdrozd

egyltthatok,

?

: D
(2,3) (2,4)

Az egyenletrendszer megoldhaté mert @ (D) = Q( D°)

X -2y 2 - 3 z 1 -2
3 -1

3 x -y =15 \Z




altalanos megoldas:

Feladatok:

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket!

line&risan

osszefuggd vektorok kozul fejezzik ki a -t b és c segitségével!

kell oldani a

[ 1\ 1 0 - N -
\‘ / homogen linearis egyenletrend-

A
)+ A3 6 % szert.,)

1
+)l2 5
i J 4

3

3 0

\

A kovetkez8 vektorokat tegyiuk linedrisan fuggd vektorokkd és fejez-

ziik ki az egyik vektort a méasik kettd segitségével!




amelynek rangja Q(M) = 2, VAlasszunk ki a métrixbdl két linedrisan

fuggetlen oszlopvektort és Adllitsunk el8 ezek segitségével egy tetszés

szerinti harmadik oszlopvektort!

7.




MAGASABBRENDU SZAMTANI SOROZAT ES SOR

Példak:
1. Adva egy magasabbrendu szémtani sorozat elsd ot eleme: 1, 3, -1, -3,
2,

a/ Hatdrozzuk meg a sorozat kdvetkez8 elemét ugy, hogy negyed-
rendu szdémtani sorozatot kapjunk,

b/ Szdémitsuk ki a sorozat 10-ik elemét,

c/ Szémitsuk ki a sorozat elsd 12 elemének Osszegét,

a/ Leirjuk a magasabbrendiu szdmtani sorozat ismert elemeit, majd
képezzuk ennek a differencia sorozatait, Negyedrendu a szé&mtani sorozat
akkor, ha a negyedik differencia sorozata &llandd, A hatodik tag megalko-

tdsdndl ezt vessziuk figyelembe,

A bekeretezett szédnokat a differencia sorozatok képzési szabdlydnak meg-

forditdséval kaptuk, A keresett elem 16,

b/ A sorozat 10-ik elemét az

k

n-1 [n-1 K
(e,

k=0

o
Osszefuggés alapjdn szémitjuk ki al ¥y = Ayl = 2, Azyl = -6,

A3 ¥y » 8 és L\_"yl = -3 értékek figyelembevételével,




c/ A sorozat elsS 12 elemének Osszegét az

.S_E"(”)“"
S = v
n ked \le A i &

Osszefliggés segitségével szamitjuk ki a differencia sorozatok els8 elemei-
s 2 3,
nek felhaszndldséval. (A’y, = 1, Ay, = 2, Ny, = -6, Ayl e

= -3)

12

12 12
(-6) + ( )8 + < >(—3) = 408,
3 4 5

Egy harmadrendu aritmetikai sorozat elsG négy eleme a kodvetkezd: 2, 5,
11, 20, Vizsgdljuk meg, hogy a sorozat Osszegét n tagig bezdardlag helye-
sen adja-e meg az

Osszefliggés?
A teljes indukcidéval valé bizonyitds egy kicsit hosszadalmas, ezért az

n k-
>A {yl

Osszefluiggéssel végezziik a bizonyitast,




\ Gy e oo e & 3.n +.n v
A megsejtett Osszefiigges valdban a 5 kifejezést adja,

Feladatok:

apitsuk meg, hogy a kovetkezd sorozat elemei hanyadrendu szamta-

razatot alkotnak:

<

sorozat differencia sorozatainak elsd elemei a
kovetkezok:

% & 119 i 3 o 450 4 -
Ay, = Ayl— 13 , At e A S L S

Hatdrozzuk meg a sorozat els@ 6 elemét!

10 négyzetszdm Osszegét! (1, 4, 9, ...)

g az elsd 15 kdbszdm Osszegét!

Srozzuk meg az 1, 3, 7, 13, ... elemekkel adott sorozatndl a 20-ik

elsG 25 elem Osszegét!




ANALIZIS I, rész

Végtelen szamsorozatok

Példdk a sorozatok felirdsara

1, Hatdrozzuk meg azt a szédmsorozatot, amelynek elsS eleme 1 és a to-

vabbi elemek ugy &llnak eld, hogy minden eldzd elemét megszorozzuk %—

del,

¥ " 1 ( A sorozatot a képzésisedbdly ismer-
L 4 16 Tea r tetésével adtuk meg.)

2. Irjuk fel azt a sorozatot, amelyet az Ba = (-1) n+1.,n altalanos tag ha-

tAroz meg,

A sorozat:
1, _29 347 —49
3. Irjuk fel azt a sorozatot, amelyet a kovetkezd Aaltaldnos tag hatéroz
meg:
paratlan

paros




A sorozat:

1 1 "
1, 59 1, 4° 1s 8’ voe

4, Hatdrozzuk meg azon sorozat elsd 4 tagjat, amelynek

az Aaltalanos tagja é : 2 . ( Rekurziv megadédsi mdd.)

31 L@ e 2k B
R 4. Py 3

A

A sorozat:

3
2 >

’

Példék az Aaltaldnos tag meghatdrozasdra

0,9, 0,99, 0,999, ... sorozat Aaltaldnos tagja?

0,99 = ; 0,999 =

2, Mi lesz a kovetkez8 sorozat &ltaldnos tagja:

9

i 3 2 5
2' 5 3" 7

<
v g e

Lathatd, hogy a sorozat az

2
7’




két sorozatbdl van Osszetolva,

A sorozat egyetlen képlettel is megadhatd, ha a mésodik sorozat minden

elemét bovitjuk, mégpedig
i_2 2
2 3

Igy a sorozat az

4
6

3
7

’ 9 oseee

elemekbdl &ll, amelyekre a = ——— ; (n = 1, 2, ..)
n n+ 2

Példak a sorozatok konvergencidjdnak eldontésére

1. Allapitsuk meg, hogy az a = B_nn_—_g_ altaldnos taggal megadott so-

rozat konvergense?

a/ El8szor bizonyitjuk, hogy a megadott sorozat monoton ndvekedik,
majd azt, hogy korlatos, Ebbdl azutdn kovetkezik, hogy van hatarértéke,
Mindenekeldtt megmutatjuk, hogy an 1 > a .

A sorozat n+1-edik tagja

3(n+ 1) -
n+ 1

Képezziik az n+1-edik és az n-edik tag hényadosét

3n + 1 2
. 1 n(3n+ 1) 3 n" +n

3n-2 (n+ 1) (3n - 2) =3n2+n—2>1.
n

Mivel a hényados > 1, ezért a .17 2,

b/ Ezutdn megmutatjuk, hogy a sorozat korlétos.
Az n-edik tag




A . "
n —>c0 esetén ; -+»0 és igy an -3

Tehdt a sorozat korldtos is,

2, Allapitsuk meg az

sorozatrdl, hogy konvergens-e?
al A sorozat monoton ndvekedd, mert a1 - % > 0,

ugyanis

1
>2k+2 "

2% + 17 2k+ 2 " k» 4

P S e a8 - (8 00 € 4
2k+ 2 k+ 1 2k+2  k+1  k+1 k+1

+

Tehd&t a sorozat szigoruan monoton nd,

b/ A sorozat korldtos, amit lathatunk abbdl, hogy az n-edik tagot
két szadm kozé szoritjuk,
an—et noveljuk, ha mindegyik tort helyébe a legnagyobb tortet

1

g -et irjuk, viszont kisebbitjuk akkor, ha az n db tort helyébe a

3 1 e
legkisebbet o™ -et irjuk,

Vagyis

-3<a <n—+=<1.

n+ 1




Ebbdl addédik, hogy
i < a < i
2 n

A sorozat korlatos is, ezért konvergens,

Feladatok a sorozatokra

Irjuk fel azokat a sorozatokat, amelyeket a kdvetkez& &ltaldnos ta-

gok hatdroznak meg:

3. Hatdrozzuk meg az 1, 1 + %, 1 + , 1 + —2—, ... sorozat &ltaldnos tag-

jat,

4, Mekkora a kozelités hibdja, ha —% helyett 0,33-at irunk?

5, Hatdrozzk meg, hogy az a, = —i— sorozat tagjai n melyik értékétdl
= ] 2
kezdve kisebbek 10 o -néel?

6. Allapitsuk meg, hogy az a = rT%E— (n 1, 2, ..) A&ltaldnos taggal

megadott sorozat konvergens-e?

7. Hatarozzuk meg, hogy az

In (1 +

sorozat konvergens-e?

A fussvény fogalma, Egvszeriubb fliggvénytranszformdcidk

Eeladatok:

Abrézoljuk értéktdbldzat segitségével vagy transzformdcidéval a ko-

vetkez8 - kozépiskoldbdl mért ismert - fliggvényeket és hatdrozzuk meg




értelmezési tartoményukat és értékkészletiket!

2o

2

=
sz—l

ctg x

%
log x

Hatarozzuk meg a kovetkezd raciondlis és irraciondlis fuggvények

értelmezési tartomanyat!

o ¥

2
<
2 - X

V(x - 2 (xva)

(x - 1) Qx2+1

e . V1+X+V2—X.

—'\x+1

p 4

Hatdrozzuk meg a kovetkezd transzcendens fliggvények értelmezési

tartomanyéat:

25, vy




Hatarozzuk meg, hogy a kovetkezd fliggvények kozil melyek péaro-

és melyek pératlanok:

3 3
£ {x) :W/(l-x)2+l(1+x)2
f(x):ln(x+ll+x2),

Vizsgdljuk meg, hogy a kovetkezd fluggvények kozil melyek perio-

dikusak és hatdrozzuk meg a legkisebb periodust:

X-Stgg , tgpx

L
X .

Abrézoljuk a kovetkezd fliggvényekkel adott gorbéket:

sin 2 x + 2 . = 2 cos 2 X

sin (2 x + 1) ’ = - 2cos (2 x - 2)

2 sin (x - 2) . = 2 cos (x - 1).

Fuggvény, inverz fuggvény kapcsolat

Példak:

1. Hatdrozzuk meg az y = lg (x - 3) fiiggvény inverz fliggvényét expli-

cit alakban,
1Ig (x - 3)
Ig (y - 3)

Alkalmazzuk a 10-es alapu logaritmus ellentétes fliggvényét a 10-es

alapu exponencidlis fuggvényt az egyenlGség mindkét oldaldra




168 {¥.- 3)
A fuggvény és ellentétes fliggvény egyiittes alkalmazdsa véltozatla-

nul hagyja a jobb oldalon 1év3 kifejezést, Igy

és ebbdl

Yy

2, Hatdrozzuk meg b fuggvény inverz fuggvényét

explicit alakban

3, Abpézoljuk az y = b = ch x fuggvényt és inverzét kozos

koordinata-rendszerben.,
x -X

Az y = ch x fuggvény az y = -92-— és az y = e2 fuggvények

Osszegeként &ll eld,




Ertelmezési tartoménya:
-09<x < + 09,
Ertékkészlete:
1 . ch x< +co0,
Péaros fiiggvény:
ch (-x) = ch x,
Inverz fuggvénye:

y=archx=ln(x1Vx2-1);

y = ar ch x fliiggvény értelmezési tartomanya:

1§x<+oo,

Ertékkészlete: -oco ar ch x< +co,

FGértéke: (0, +o0) .




x -X
4, Abrézoljuk az y = th x = —e—}-(;% fuggvényt és inverz fliggvényét
e + e

egy koz5s koordindta-rendszerben,

y = th x értelmezési tartomanya:

- x £ +o00,

Ertékkészlete:

-1 < thix <k

Paratlan fuggvény :

th (-x) = -th x,




Inverz fliiggvénye:

Ertelmezési tartoménya:

-1<x<+ 1,
Ertékkészlete:

-o0 < ar th x < +co.
Paratlan fuggvény:

ar th (-x) = - ar th x ,

Megjegyzés: ACO -ben és -0OQ -ben vett hatarértékekre vonatkozd

megéllapitdsainkat a differencidlhdnyados ismeretében ellendrizni fogjuk,
Feladatok:

Abrazoljuk egy koodindta-rendszerben a kovetkezd fliggvényeket és

inverzuket:

Hatdrozzuk meg a kodvetkezb fliggvények inverzét:

tg

1 +
1

X
X

Hatdrozzuk meg szdmitdssal a kovetkezd fliggvények inverz fuggvé-
nyét, majd dbrdzoljuk a fliggvényt az inverzével egyilitt kozbs koordinata-

rendszerben,

y = sh x




Fliggvény, inverz fuggvény, kapcsolat felhaszndldsdval megoldhatd

egyenletek

(Keressuk azon x szoget ivmértékben, amelynek

N YR
sinusza = 3 )

ogérték nem johet szamitdsba, mert nincs a fGértéken
= lesi = kozott van,
2 2

jelolése a kovetkezd:

Jr
< arc sin x< -

(\/
0 < arc cos x <J

1

o

- —£2—<arc g ®<




Egyik szogérték sincs a féﬁérték{c\-p belul, igy negativ forgdssal kelet-
o . : Jl
kezo szoget kell venni, Ez x3 e
1
arc ctg ) = X 3 O< arc ctg x <M

ctg

a fGértéken kivil esik, azért nem megolddsa az egyenletnek,

arc sin - arc

2
3 1x

sin (arc sin

v
oL

Kifejtve a sin (X —/5) = sin® cos/3 - cos sin/j addiciés tétel a-

lapjén

) 2 P 1
—— cos (arc sin |1 - x) - cos (arc sin —) /V 1 - x =3
3V ‘ 3

afx

34y

A kovetkez8kben cos (arc sin {1 - x)
] s

cos (arc sin ——)
3 \x

értékeket kell meghatdrozni,




Legyen

—_————

3fx

T

3{x |

ezen utébbi értékeket, az egyenlet a kovetkezd:

18




Feladatok:




DIFFERENCIALS ZAMITAS

A fiugsvény novekménve, differenciahdnvados és a differencidlhdnyados

Példak:

1. Hatdrozzuk meg az f (x) = X fuggvény "novekményét", vagy fligg-

vényérték valtozdsat, ha x = 1 és Ax = 1,

f(x +Ax) - f (x) =

2, Hatdrozzuk meg az f (x) = x3 fuggvény differenciahdnyadoséat az

x= 2 helyen, ha Ax

< fuggvény differencialndnyadoséat az

f(x+4x) =f(2 +Ax) = (2 +Ax)3 = 8 + 12Ax +
6(Ax)°+ 0 (Ax)°
Ay = £ (x +Ax) =~ £(x) = 12Ax + 6 (A x)°

+

2§:f(x+212 —f(x)=12+6Ax+. (A x)

Ha Ax =0, akkor 12 + 6 AXx + 1 (Ax)2—>12 tehét

gy - f .
[dx =f (2) = 12,




Feladatok:

Hatdrozzuk meg az aldbbi fluggvények alatt xo—helyhez tartozé no-
vekményét, differenciahdnyadoséat adott A x értékek esetén, majd képezziik

hatératmenettel a fuggvény X helyhez tartozd differencidlhdnyadosaét,

3
y i S y o Ak 0.1 Ax 0,01

0,1; Ax = 0,01

A x

A derivalt fugsvény

Példa:

Hatarozzuk meg az y = 3 x - 2 x fuggvény differencialhanyado-

sdt az x = 1, 2, 3 helyeken, majd tetsz8leges x helyen!

f(1+4Ax) =3 (1+Ax) —2(1+Ax)2=3+3Ax-—2-
—4Ax—2(Ax)2= 1—Ax—2(Ax)2

Ay = £(1+A%) -£(1) =1-Ax-2(Ax° -1

A f (1 +Ax) =1 (x) Ax
—A_‘Ez A x =—Ax_2Ax

i B o T im (-1 -1 vagyis
ax=0 AX  AX»0




f (2 +Ax) = 3 (2 +Ax) —2(2+Ax)2=6+3Ax—

- 2[4 +V4A X + (Ax)2]= 6+ 3AXx = 8-=8AAx -
-2 - 5BAx - 2 (‘Ax)2

-2 (Ax?
f(2 +Ax) - f(2) =—2—5Ax—2(Ax)2+2=

_5Ax% - 2 (A x)°

Ay £(2 +4Ax) - f (2)
A% A X

Ay
g ¢ a 171l m (=5 =" ZAX)"= -5 vagyis
Ax—0 AX  Ax>0 ( ) %

Hasonld

(X =

értéke fligg x megvdlasztdsatdl, vagyis x-nek a fliggvé-

A derivalt
nye, Hatdrozzuk meg hogyan fugg x-tdl!

2x2

3(x+Ax) - 2 (x +Ax) % =
)2

f(x +A%x) =

3x+3Ax—2x2—4xAx-2(Ax

=f(x +Ax) - f(x) =3x+3Ax—2x2-4xAx—
—2(A.x)2—3x+2x2=3Ax-4xAx'—2(Ax)2

4x -« 2Ax

=l vagyis




Feladatok:

1. Hatarozzuk meg az y = x fluggvény differencidlndnyadosat az x = 1;

2; x = 3 helyeken, majd tetszdleges x helyen!

A fuggvény differencidlhatésaga

Példa:

Hatdrozzuk meg az y = f (x) = hxl fuggvény differencidlhdnyadosat
= 0O helyen,

f(0) =0
f (0 +Ax) = IAXI
Ay = £ (0 +Ax) « £(0) = |Ax|

Ha Ax > 0, akkor

jobboldali derivélt,

—dl—z ]I ¥ = S = =1 baloldali derivalt,

A fluggvénynek az x = 0 helyen vett jobb- és baloldali derivaltja

kulonbozd, ezért az x = 0 helyen nincs differencidlhdnyadosa.

Feladatok:

Képezzik az aldbbi fuggvények jobb- és baloldali differencidlhdnya~

dosat a megadott X helyen:

=x+|x|;

j2x;

y:
L3—x;




Differencidldsi szabdlyok

A fliggvény y = f (x) (explicit) alakban van adva,
Példak:

Yy =mXxX + cC
vy(x) = mx+ c

y(x+ h) = m(x+ h) + c

vi(x + h - v (x) mX+ mh+ c-mx -
h h

tehat
y'(x) =m
vagyis

(mx+ ¢)’ =m € esetén
(c)' = 0
vagyis allanddé differencidlhdnyadosa nulla,

s - - o i

’




n tetszdleges valds szam,

Ugyanis a differencidlhdnyados alapértelmezésébdl kovetkezik, hogy
egy fliggvény konstansszorosdnak differencidlhdnyadosa egyenld a diffe-

rencidlhdnyados konstansszorosaval,

Ennél a fuggvénynél a hatvanyfuggvényre és Osszegfiuggvényre le-
vezetett differencidlési szabdlyokat alkalmazzuk,

Az utdbbi

A szorzat differencidlasi szabdlya

(f.9'=fg+gt

szerint




differencidlasi szabdly szerint

3x2

(1)

x2+x+1

y:
x2—x+1

A tortre vonatkozd

I fg-gs
(g)’ g?_

differencidldsi szabdly szerint

bo(2xe ) (% -xs ) -(2x-2(x°sxs
(x2-x+ 1)2

24

2

-2 x + 2 _2(1-—x2)
(x2—x+ 1)2 (x2 - x+ 1)

2 .

1+|1-—x2

X

9. = In
a kozvetett fliggvényre vonatkozd differencidldsi szabdly

Clu () - 57 - o

szerint

2




ggvényeket, ha kiilon kikdtés nincs, mindig azon x-ekre értjuk

5
=)

a fuggvénynek értelme van, S$zdmitsuk ki a differencidlhdnyado-

+ In cos x;

9

arc sin







In | cth Rl

)
<

1

snyek differencidlndnvyado

B

cos t L o
1 - < =)
ahol 0 = t<

I
L




x szerinti elsd és mdasodik differencidl-

( asztroid)

i

2
3 acos ¢t sint

itarozzuk meg a kovetkezd paraméteres alakban adott fuggvények

masodik x szerinti differencidlhdnyadosét! ( A paraméter mindig

COS

(@ = te 2]

\

oo 19
L
sin t j ellipszis




(t - sin t

i

t)f e b

: ciklois iv)
(1 - COS

(cos t + t sin t)
( kSrevolvens)
(sint—tcost)J

( egyenl8szaru hiperbola)

T

arc cos

q1+ tZJ

Implicit fiiggvények differencidlhdnyadosa

0 alakban adott fliggvény differencidlhdnyadosa

b/ Az implicit figgvény differencidlndnyadosa ugy is képezhetd, hogy

az egyenlet mindkét oldalat végig differencidljuk a fliggetlen valtozéd sze-

rint és algebrai uton kifejezzik az egyenletbdl *;Lj}* -et,




szerinti differencidlhdnyadosokat a kovet-




Logaritmikus differencidlds

A differencidlandd fluggvényiunk, ha exponencidlis hatvanyfuggvény

ha bonyolult tortfuggvény, vagy ha Osszeteit szorzatfliggvény, akkor eld-
szOr az egyenldség mindkét oldaldnak vesszik a természetes logaritmu-
sat, majd mindkét oldaldt differencidljuk a fuggetlen valtozd szerint és al-

gebrailag kifejezziik a differencidlhdnyadost,




Feladatok:

2x3/V6x+1

y:

/V3X2+4X+4




A DFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI

A differencidlhdnyvados értéke a fliggvény adott pontjidban

dy
dx

2 (cost+ tsint) a
s
4

2 (sint -t cos t)

dy 2 (cos t - cos t + t sin t)
dx

qrn 2(-sint+ sint+ t cos t
=7




Feladatok:

s = Lo
1. Hatarozzuk meg az (x2 + y) - 26 x y = 21 egyenlettel adott

gorbe érint8jének meredekségét a P (2,1) pontban!

2, Hatdrozzuk meg az F ( x,y) Xy - f— + 32 = 0 egyenlettel adott
¥

gorbe érintSjének meredekségét P (1,1) pontban!

Az érint8 egvenes és normdlis egyenes egvenletének felirdsa a fluigsvénvy

adott pontjaban

Példak:

1. Hatérozzuk meg a

y2—3x+y+7=0

gdrbéhez az (1, -2) pontban huzott érintd és normdlis egyenes egyen~

letét!

B _ [ gy : B, .y >
i < e ) (.x xo) osszefliggés alapjén
P

az érint6 egyenes egyenlete,
A merllegesség felhaszndldsdval elbdll az
y+ 2=-(x-1); a normdlis egyenes egyenlete,
2, Hatdrozzuk meg az

2 (t - sin t)

2 (1 - cos t)

ciklois

T
3

pontjdban az érintd egyenes egyenletét!




[
3

r'\l
Az érintd egyenes egyenlete: y - 1 = {3 [ - <2 —J— - \ 3 ):\

Feladatok:

Hatarozzuk meg a kovetkezd egyenletekkel adott fliggvények adott

pontjdban az érint6 egyenes és normdlis egyenes egyenletét,

1. x3+y3—2Xy=0; P (1, 1)

3x2+2xy2—6y2+

2 2

x+2xy2-—3y + 1
2 (cos t+ t sin t)

2 (sint -t cost)

2t3—9t2+12t—

t2+t+1

egyenletekkel adott gorbén hatdrozzuk meg azokat a pontokat, amelyekhez
huzott érint6k parhuzamosak az vy

tengellyel.

Subtangens, subnormadlis

Példa:

Hatdrozzuk meg az y2

2, y =2

= 2 x egyenletiel adott parabola

pontjdban a subtangenst és a subnormédlist.

Az érint8 egyenes egyenlete P, L2 pontban:




(x-2) .

= 0 egyenessel és a metszéspontot xl-gyel jelolve
g
R et

egyenlethez jutunk, ahonnan

“ X, - 2l = I—4| adja a subtangens értékét,

A normélis egyenes egyenlete P, (2, 2) pontban:
y-2==-2(x-2)

Az y = 0 egyenessel elmetszve és a metszéspontot x_-vel jeldlve

2
a subnormdlis

A szikebben vett érintési paraméterek,

T: Az érintési ponttdl x, -ig terjedS szakasz hossza, Pythagoras

tétele szerint T = V16 il = ZYS .

N : az érintési pont és az X5

qu1+4=\]5.

kozotti tadvolség

Feladatok:

Hatérozzuk meg a kovetkezS gorbéknél a megadott pontjukban a
subtangenst, subnormdlist és a sziikebben vett érintési paramétereket!

-

P (2 4); 2.y =sin2x, x5 =%

~

= 2Jl




A szimptotdk

Példak:
. 23 3 . : 5
1. Hatarozzuk meg az y = x + > fuggvéeny aszimptotait,
x =1
Az aszimptota a végtelenben érintd egyenes, ezért eldéllitjuk az é-

rint6 egyenes egyenletét
(x - x)
Vesszik a fuggvényt és a differencidlhdnyadosét az x =

2
2 + 2 X

v (xo) és y’ (xo) kifejezéseket behelyettesitjik az érintd egyenes e-

gyenletébe

2
>
o

A kijeldlt miiveleteket elvégezziik és megvizsgaljuk, hogy az egyen-

letben az egyes tagok mihez tartanak, ha xo-boo—hezn

2 A x3
e O (e}
Z




indkét tortben a mésodik tényezd miatt,

Az érintd egyenletébdl marad: y = x .

Az ordindtaérték @O nagy akkor lesz, ha az

1o

rt nevezdje x = + 1-nél kovetkezik be,

aszimptdtédi tehét:

NYOS ok e 2ll az aszimptdta kiszdmitdsandl az &ltalé-

modszert I . egyszeribb mdéd is van annak meghatédrozé--

fuggvényt elS tudjuk &llitani a kovetkezd mddon:

k x + b +X (x) ahol

OO esetén

akkor az

+ b egyenes lesz a gorbe aszimptdtija,

vénynél az

X ~m + o0 - heg,




Ezért az egyik aszimptdta

A mésik aszimptdta ott van, ahol a fluggvényérték €0 lesz, Ez x = O-

nal van,

mx + b egyenes aszimptotdja az fuggvénynek, ha

l1im f(x)—(mx+b)]:t.‘>

X— OO

Bizonyithatd, hogy m és b &llanddk a kdvetkezd reldcidékkal vannak

meghatdrozva:

Amennyiben mindkét limesz létezik, Ha ezek kozil valamelyik nem

létezik, akkor a figgvénynek y = mx + b alaku aszimptotdja nincsen,

Példaul:

x - 2 arc tg x fluggvénynél

2 arc g%

L ¥ m rx
EEELY

e

Az aszimptotdk:

Feladatok:

Vizsgdljuk meg a kovetkezd fuggvényeket és Aallapitsuk meg,

nek van aszimptotijuk s melyek




Sval hatdrozzuk meg az aszimptotakat

-3) pontndl mini-

< van megpec = )

wximum, ( Az x_-~-hez x,-hoz tartozd

yenletbdl visszahelyettesitéssel nyerhetjiik,)




f'(x) = 6 x + 6 = 0 egyenlet gyoke x = -1 az inflexiés pont

helye, Az ehhez tartozd ordindta értéket ugyancsak az eredeti egyenlet-

bdl szdamithatjuk ki,
' o . , 2 :
f(x=-1) =(-2)" + 3.(-1)" -9 (-1) + 2 = 13
Tehdt a gorbének P, (-1, 13)-nél inflexiés pontja van, mert

Z 6 4 O,

7

= - cos 2 x fuggvény szélsbérték helyeit és inf-

Alln’Lp_itSUk meg az y =
lexidés pontjainak koordinatait!
v = + 2 sin 2 x

sin 2 x

0+ 2 kT

T+ 2 kT

+kT

+ qu

P
mellett 1

mellett PB

Pl és pontokban minimuma, P, és P, pontokban maximuma van

a gorbének,




ahonnan

mellett kapjuk a

(33

pontokban #

!

~~

J -re vy (0)

szabdly:. alapjan

cos t
et
sin t

= O<

9

T

1

empontjdbdl csak t = veendd figyelembe,

-
= cos't) -~ sin ¢t

fliggvénynek maximuma van,




1
4 (1 - cos t)‘2

= 0 nem lehet sohasem, ezért a

figg-
vénynek nincs inflexiés pontja,
Ha a szélsGértékhelyet derékszogu koordinadtdkkal akarjuk megadni,

skkor a t =)l értéket az eredeti egyenletrendszerbe betéve kapjuk az

aT

8

értékeket,

Egy ablak

derékszogu négyszog folé Allitott egyenlS oldalu héromszog
alaku, Kerulete 4,5

?

m, Milyennek vélasszuk a méreteket, hogy az ablak a
legtobb fényt bocsdssa &t?

Keriulet = 3 a + 2 b = 45 m
45 - 3 a

45 - 3 a
2

Terulet = 9__2_r_n_ + ab

A teriiletre kapott kifejezés a és b valtozdktdl fligg, Tegylk egy-
véltozéssd b kikliszobolésével!

aa3
e

2

a2V3+4j5a—3a2
4 2

Képezziuk az elsS differencidlhnédnyadost




LAl

~ 0,68 m

- P oy

Szamitsuk ki a kovetkez8 explicit mddon és paraméteres alakban

lott gorbék szélstértékhelyeit és inflexiés pontjainak koordinatait,

szélsGérték feladatok:
sugaru korbe irjunk derékszogu négyszoget ugy, hogy a terdll

aximdlis legyen! Mekkordk lesznek az oldalak?

EgyenlSszaru derékszogu hdromszog befogdjan felvett P pontbdl a:

itfogdra merdlegest és az atfogdval parhuzamos egyenest huzunk., Mikor




lesz a keletkezett trapéz terilete a legnagyobb?

15, Adott oldalu téglalap sarkaibdl mekkora oldalu négyzeteket kell kivag-
ni, hogy a fennmaradd részt dobozzd hajtogatva annak a térfogata a lehe-

t& legnagyobb legyen?

16, Egy eldirt V térfogatu, négyzetalapu, felul nyitott tartdlyt akarunk ké-
sziteni, Mekkordra valasszuk a méreteket, hogy az elkészitéshez a leg-
kevesebb lemezt kelljen haszndlni, azaz, hogy a tartdlyt hatdrolé lapok

teriiletosszege ( a felszin) a lehetd legkisebb legyen?

17. Egy henger alaku fatorzsbdl olyan téglalap keresztmetszetu gerendéat
kell kivdgni, hogy ennek a teherbirdsa maximdlis legyen. Mi lesz a geren-
da keresztmetszetének széless és magassdga, ha a henger atmérdje
d? (& mechanika azt tanitja, hogy egy gerenda teherbirdsa ardnyos a ge-

renda keresztmetszetének szélességével és magassdgdnak négyzetével,)

18, R sugaru hengeres gerenddbdl egyenlszaru hdromszog keresztmet-
szetli gerenddt faragunk ugy, hogy a teherbirdsa maximdlis legyen, Mekko-
rdra vdlasszuk a haromszog alkotdit? (A gerenda teherbirdsdra vonatko-

zdan ladsd az eldz8 feladatot! )

19, Egy egyenes korkup alapkorének sugara R és magassdga M adott,

Hatarozzuk meg a kupba irhatd legnagyobb térfogatu henger adatait!

20, Hatdrozzuk meg az adott R sugaru gombbe beirt maximdlis térfogatu

kup .adatait!

21, Hatérozzuk meg az adott R sugaru gombbe beirhatd legnagyobb tér-

fogatu henger adatait!

22, Az egykaru eneldnek tadmasztéka az egyik végén van és f erSvel ha-
tunk rd a mésik végén, Emellett a tdmasztdponttdl a tédvolsdgra p sullyal
terheljik, az emelS hosszusigegységének sulya m, Hatdrozzuk meg az e-

mel8 x hosszusdgét ugy, hogy az f erd a legkisebb legyen!

23, c sebességu folyéban a parton mért s tadvolsdgra akarunk fel- és
visszaevezni., Mekkora legyen v sebességiink (a vizhez viszonyitva) .

hogy a legkisebb munkét végezziik? (Pl. ¢ = 1,5 m/sec, s = 9 km)

24, Igazoljuk, hogy az




. - 24 x + 27
fliggvény gorbéjének inflexiés pontja rajta fekszik a szélsGértékpontokat

osszekotd egyenesen!

S 2 -
25, Valamely kor egyenlete x2 + Yy + 2 x -2y = 14, Hatarozzuk meg
az (1, 3) ponton &thaladd legrdvidebb hur egyenletét és hosszusdgét!
( Ismeretlennek vessziik azt a sikgeometriai tételt, mely szerint a megadott

ponton és a kodzépponton atmend egyenesre merdleges hur a legrdvidebb,)

Gorbuleti kor és evoluta

Példak:
x2
1. Hatdrozzuk meg az y = e fuggvénnyel adott gorbénél a gorbuleti kor

kozéppontjdnak koordindtdit és a sugarat a gorbe P1 (0, 1) pontjédban,

+(f (a))?2 ; 1+ (£ (a) R
e o - ((;)Ln PN | RSl ", ff(a)>

2
2

[-:1 + ( {7(3))‘]

l o (a)| levezetett Osszefliggések alapjdn szikség

van f' (a), ' (a)-ra, azért ezeket szémitjuk ki el8szor,
2

P (8] -2 xe

3 2 5 2
" (x) me w(-2x) -2e7*

E+ OJ%

1
& o

jo<)

°

A kovetkezOkben az érintkezés rendszémét vizsgdljuk meg, (y (x) a

kort jelenti)




2
1+ vy

f( 4) (a) 4 y( 4) (a) ezért az érintkezés pontosan harmadrendii,

Ha az érintkezés péaratlan rendu a kor a gorbét az adott x = a helyen

nem metszi 4. Es mivel f( 4) (a) > y( 4) (a), ezért a gorbe van feliil,

Inflexiés pont: (+ 0,7; 0,6).

2, A gorbe implicit médon van adva:

x3—4x2+4x,

Hatdrozzuk meg a gorbiileti kor adatait a P, (1, 1) pontjdban,

A fuggvényt x fuggetlen valtozd szerint differencidlva

8 x + 4

X2—8X+ 4 =y
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Az implicit fliggvényt még egyszer x szerint differencidlva

2
2 - - 2 v
) yi ok O v yn - B X -8 # yn - X 28y Y

Ha megvizsgdljuk az érintkezést, azt taldljuk, hogy masodrendu, ezért

a kor a gorbét a megadott pontban atmetszi,

‘A




3. A gorbe paraméteres alakban van adva az

3 (t- sint)

v 3(1-(:059)

egyenletekkel, Hatdrozzuk meg a t = J értékhez tartozd korének
adatait,

Az érintkezés rendszédmét az l-es feladathoz hasonléan megvizs-
gdlva azt taldljuk, hogy pontosan harmadrendu az érintkezés, ezért a gor-

blleti kor nem metszi &t a gorbét, Mivel a negyedik differencidlhdnyado-

sokra az Aall, hogy a simulékoré nagyobb az adott helyen, ezért a kor

felette megy a gorbének,

4, Hatdrozzuk meg az y2 -2y + 4x-3-=20

egyenlettel adott para-
bola gorbiileti kdrének adatait a P (1, 1) pontban,

A parabola egyenletét az

z

(v - k) 2 p (x -h)
alakra hozzuk, Igy

(v - 1)°

lesz a parabola egyenlete,

A parabola tengelye az x tengely, csucsa

pontban van




Abrazolva:

2

(9-1) ==4(x~1)
~

L

Ty \ 2 ’
A parabola érintSjét a P (1, 1) pontban az y' = - ) diffe-
rencidlndnyados alapjdn nem tudjuk el&éllitani, mert a nevezd az V]

helyen nullavd valik, A mésodrendii gorbéknél tanult

0 0 2
0 T ]
2 -1 -3

egylitthatémétrix felhasznédldsédval megkapjuk, hogy

2

?

A masodik differencidlndnyados y" = - _}TLl—
hatarozatlan értéket ad, igy a gorbiileti kor adatait csak a hatdrértékszé-

mitdssal tudjuk meghatdrozni,

a P (1, 1) helyen




Alkalmazzuk a B-L’Hospital

%V(.y—

¥ i
g —=»
5. Példa az evoluta kiszémitasara,

A gorbiileti korok kozéppontjainak
ziuk, Az eredeti gorbét evolvensnek hivjuk,
pontban vizsgdljuk a gorbileti jellemzd

adatokat
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h-val jeldljuk a gorbuleti kor kdzéppontjdnak abscisszdjat, k-val pedig az

ordinatdjat,

1 2
f s=— = X + 1
v p

. AR 2 ; .
Az igy kapott x, y értékeket az y = 2 x eredeti egyenletbe téve

kapjuk az evoluta egyenletét

k helyébe y-t, h helyébe x-et irva és mindkét oldalt harmadik hatvényra

emelve




6, Példa az evoluta kiszdamitdsara,

Hatdrozzuk meg az

r (t - sin t)

y=r(1- cost)

cikloisiv gorbiileti kozéppontjainak mértani helyét a t paraméterérték mel-

lett,

t

(1 - cos t)2
i i

r (1 - cos t)2

1 +

r(t- sint) +

2
(1 - cos t)~ + Sinzt

(1 - cos t)z

r (t - sint) +

r (1 - cos t)2

2
r{(l1 -2 cos t+ cos ¢t
1 - cos t

r(t-sint) +




2r (1 - cos t) sin t
+ =
1 - cos t

2 2
(1 - cos t)” + sin_ t

(1 - cos t)2
)

r (1 - cos t)2

r(2 - 2 cost) =
~ (1 2r(1-cost) .

Lathaté, hogy a cikloisiv evolutdja ujra cikloisiv lesz, csak a koor-
dinatarendszerben az eredetihez viszonyitva mind az x, mind az y tenge-

lyen el van tolva,

Feladatok:

Hatarozzuk meg a kovetkezd gorbék gorbiileti korének adatait

(xo, Yo r) a megadott pontjukban,




2 (cos t+ t sint) T T
t o= ——; e
2 (sint -~ t cos t) ? 4

17, Hatarozzuk meg az y2 = 4 x egyenlettel adott parabola evolutdjanak

egyenletét!

. 2 2 . o B
18, Hatarozzuk meg a 2 x + y = 1 egyenlettel adott masodrendu gor-

be evolutdjdnak egyenletét!

19. Az
y=kx+ b
egyenes egyenletében hatdrozzuk meg a paramétereket ugy, hogy az e-

gyenes és az

gorbe legaldbb masodrendben érintkezzenek,
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Hatvanysorok

Példak:

1, Melyik az az otodfoku polinom, amely kielégiti a kovetkezd feltételeket:

0 (0) = -1,  (0) =3, £"(0) =4 £4 (0 = -2

?

A Mac-Laurin sor

f(x) = f(0) + 11!_ 2 (0) x + —2‘;*," f* (0) g

osszefluggést felhaszndlva

2 |
<,

Irjuk fel azt a harmadfoku polinomot, amely kielégiti a kovetkezd feltéte-
leket:

f(2) =3, (2 =-2, :(2) =3, (2) = 1,
A Taylor sor

w
f (x) =

+

f(a) + %0 (a) (x-a) «+ 4 (a) (x-a)7

ooo

Osszefliggést felhaszndlva

f(x) =3-2(x-2 +3(x-2%+3(x-22.

A kijelolt muveleteket elvégezve
£ (x)

( Mac-Laurin sor),




Feladatok:

1, Irjuk fel y = tg xfiiggvény Mac-Laurin sordnak hatodik
s8 tagjéat).

Irjuk fel a kovetkezd fliggvények Mac-Laurin soréat:

'x|<1

D
ch (x + 2 x")
Irjuk fel a kovetkezd fliggvények Taylor sorét!

cos8 27X

Bernoulli - L'Hospital szabdly

i m
—p &rc tg x

0

szeletét (6 el-

Behelyettesitve az x = 0 értéket 2 alak adddik, Felhaszndljuk a

B - L’Hospital szabalyt, mely szerint







6 cos 5 x (- sin 5 x) 5
10 cos 3 x (- sin 3 x) 3

150 sin2 5 x - 150 cos2 S X

90 Sin2 drx = 90 c:os‘2 3 x

4, A B-L’Hospital szabdly abban az esetben is érvényes, ha x —» 00 és
lim f (x) = 0 és limg (x) = 0 (vagy + c© ). Ebben az esetben a fiigg-
vényekre és a differencidlhndnyadosaikra a megfeleld feltételeknek wvalamely

A szadmndl nagyobb x-ekre kell teljesulniok,

Példa:

Feladatok:

1Gi
X >




Osszefoglalds

A fugpvényekrdl tanultak é&s a differencidlszémitds felhaszndlasaval

elemezziuk az

fuggvényt .

al] A fuggvény értelmezési tart.: x> 3

=
=

a fuggvény értékkészlete: 5 vy X

2
zérushelyei: = - egyenletbdl

3+J/;—

3eYs. ~ "3

D WO

b/ A fuggvény szélsdértékhelyei és inflexids pontjainak koordindtdi




Pl (4, 5) rel. min,

P 2, 1) rel., max,

5 (

2
(x - 3

3 = 0 sehol sem, tehdt nincs inflexiés pont.

c/ A_fiigsvény aszimptotdi

; y (%) = 1-

(x - 3)°

Az érint8 egyenes egyenlete P (xo, f (xo)) mellett

y-f(x) =vy

O-ra redukdlva
] - - ’ -
y - vi(x) x=(y, =y (x) x) =0

behelyettesitve az y (xo) és y’ (xo) értékeket




TR mésodik tényez& miatt, marad y = x;

ez lesz az egyik aszimptota,

Ha xo—>3 akkor y = x + —}—c-l_—g-””'oo , ezért x = 3 is aszimpto-

d/ A fiiggvény &brizoldsa

ylo)=—*+
Yy(B3,5)=3,9




3 (4, 5) pontjdban

3
4

3 1
4 4

érintd és

4
3

normélis metszéspontja az
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Subtangens és subnormélis P iR 1 pontban
8 5 2

f (xo)
f (xo)

‘f(xo)'f,(xo) =%’%=%'

h/ Szikebben vett érintési paraméterek P { % —;‘-)-nél

T : az érintSnek az érintési ponttdl az x tengellyel valé metszés-

pontjaig terjedd szakasza,

N : a normdlis egyenesnek az érintési ponttél az x tengellyel vald

metszéspontjdig terjedd szakasza,

- £ (x) Yl v y? (x)




X Y p -
3+ fuggvény Mac-Laurin sora

3

’

(x - 3)°

A fuggvény Mac-Laurin sora:

£ (x) Xt L . 1(0) +

2,2 13 24
9 27 54

i/ A fiigevény Taylor-sora x = 1 mellett

1 -3 + 1 i
y(x=1) = =—F— =3




A fuggvény Taylor-sora:

f (x) = x+1=f(1)+i-1—1)——

3 i .

& {4 (4

4!




VEKTORALGEBRA

Példak:

1. Hatdrozzuk meg az pontokkal megadott

—
AB vektort!
A helyvektora:

B helyvektora:

2, Hatdrozzuk meg az a = =5 i + 2 j - 3 k vektornak a hosszét és

= . o . ;e =O .
az a iranyaba eso a egyseéegvektort!

a hossza vagy abszolut értéke az

1

K
|a | =V =, Osszefiiggés alapjan

4=1

3, Hatdrozzuk meg a (1, 1, -4) és b (1, -2, 2) vektorokndl
a/ a skaldris szorzatot
b/ a két vektor szogét
c/ a két vektor &ltal meghatdrozott hdromszég teriiletét
d/ az a vektornak b -re es8 vetiiletét és vetiiletvektorat

e/ az a vektornak b irdnydra merdleges vetiiletére merdleges vetu-

letét,
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J

a/ A skaldris szorzat a . b =Z a, bi alapjén
v=1

b/ A két vektor szdgét a cosLF: — Gsszefiiggés alapjdn szdmit-

miszerint

g 135°

c/
-y

héromszog terllete:

A vetuletet az !?!

vetliletvekior: a vetulet hossza szorozva a b irdnydba mutaté egység-

vektorral, vagyis

b irdnydra merdle=

i+A] +/—£/E vektort, amely _Laz

- 3 7] + 2 k wvektorokra!




ol P W 4/1.u=0

-3 )X+ 2/.0: 0

a két egyenletbdl allé egyenletrendszert megoldva

A

a keresett vektor,

5. Hatdrozzuk meg azt a c wvektort, amely_l_ a (2, -3, 2) és b (2,-5,1)

vektorokra, azokkal jobbsodrdsu koordindtarendszert alkot és abszolut ér-

téke |c| = 3

6. Szémitsuk ki az A (-4, 3, 1);

pontokkal adott hdromszog teruletét!




(¢ -8 x(B-a) -

(-3 x(b- 3 .,\lags

Az ABC A teriilete: —21-’\/ 395 t.e,

7. Hatérozzuk meg az a (4, 2, -1), b (1, 2, 3) és c (4, 5, 1) vektorok-
kal mint élekkel megadott paralelepipedon térfogatat!

V = 27 térfogat egység.

8. Allitsuk el8 a d (1, -2, 5) wvektort a (1, -3, 4), b (2, 1, 3) és
c (3, -2, 4) vektorokbdl x a + y b + z c alakban!

Mivel olyan x, y, z szorzdészémokat keresiink, amelyekre




-,

ezért a megoldas

27 -, 45 = _
21 1

9, Mutassuk ki, hogy az a (-3,-2, -3), b (1, 5, 4) és

vektorok komplandrisak és bontsuk fel a b vektort a és
tevOkre!

A vektorokbdl képzett determindns

-3

-2 leh b, vektorok egysikuak,

-3

Osszetevokkel
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alakban Aallithaté eld, amibdl az egyes komponensekre

-3 p+ 4q

egyenletek irhatdk fel, Ezek kozul kettd elegendd p és q meghataroza-

sara, Legyenek ezek a kovetkezdk:

:]
]

-3

Feladatok:

1. Hatdrozzuk meg A (7, -5, 2) és B (6, 1, -5) pontok &ltal megadott
BA vektort, annak hosszat és irdnydba mutatd egysébvektort!

2, Hatdrozzuk meg A (-7, 5, 2), B (3, 2, -3) és C (-2, 3, -4) pon-

tok &ltal adott hdromszog teruletét!

3. Hatérozzuk meg azt a d (-3,A4 ,/u/) vektort, amely_l. az a (3, -5, 7)
és b (4, 2, 3) vektorokra!

4, Hatdrozzuk meg azt a c vektort, amely—Laz a=-81-] + k és
b =214+ 2 j + 3 k wvektorokra, azokkal jobbsodrdsu koordindtarend-

szert alkot és abszolut értéke |c| = 5.

5, Hatdrozzuk meg a P (-5, 7, 3) erdnek az s (-2, 5, 3) elmozduldsi

vektor irdnydba esd vetuletvektorat!

6, Adott a = -5 1 + 5 ] + k, b =

+ 3 ] + 5 k vektorokndl haté.yozzuk meg




Osszegét
szogét
b vektorgk altal meghatdrozott paralelogramma teriiletét

, b és c vektorok &ltal meghatdrozott paralelepipedon kobtar-

7. Szémitsuk ki az i, j, k egységvektorok koordindtdit az a (1, -2, 2),

b (3, -4, 1) és c (1, -3, 2) bazisvektorokra vonatkozdan!

j + k, Mik lesznek
koordinatai
rendszerben?

9, Egy kocka két élvektora a (6, 2, -3) és b (-3, 6, -2). Hatdrozzuk

meg a harmadik él vektorét!

10, Legyen a (2, 2, 1), b (3, -4, 0) és (6

a/ Bontsuk fel az a vektort a b vektorral pdrhuzamos és arra me-

rOleges Osszetevikre,

b/ Tukrdzziik a c vektort az a vektorra,

Adjuk meg a c’' tukorkép koordinatdit,




ANALITIKUS SIKGEOMETRIA

Attérés Descartes koordindtdkrdl poldrkoordindtdkra és poldrkoordi-

natakrdl Descartes koordindtakra,

Példéak:
1, Mi a Pl -3) derékszdgu koordindtdkkal adott pont poldrkoordindtds

alakja?

LF’: 56,4°

L{): 360° - 56,4° = 303,6°

megdallapitdsédndl figyelembe vettik

kifejezés szamlaldjanak és nevezdjének eldjelét,

IV. negyedben, illetve az I, IV, negyedben lehet,

=

Igy a szog a I,
A koOzOs negyed adja a q7 szoget,
Vagy mas mddon:

Két egyenletet irunk fel CP-re

Ezen egyenletrendszer
megoldasa adja a L{J

szoget,




Az elsC egyenletbdl LF:L

a mésodik egyenletb&l LE?) 123,6°;

Mindkét egyenletet kielégitd szog a T

Isy Pl (2, - 3) pont poldrkoordindtds alakja

/U—l? cos 303,6O

ﬂ 13 sin 303,6°

Melyek a pont derékszogu koordinatai?

EFeladatok:

Hatarozzuk meg a kovetkez& pontokndl adott x és y Descartes
koordinatak mellett a polarkoordinatdkat, r és () mellett pedig a Descartes
'

koordinatakat!




i

Két pont tdvolsdga és az Aaltaluk meghatdrozott egyvenes hajldsszoge

z x-tengely pozitiv_részével,

180° - 18,4° = 161,6° (04 £180°),

Szamitsuk ki a megadott pontok tévolsdgdt és a pontokat Ssszekotd

egyenes hajlasszdgét az x tengely pozitiv részével!




Osztépontok koordinatai

Szémitsuk ki a felezSpont és a 3 : 4

ardnyban oszté pont koordinatait!

¥ 9 Y2
2




amitsuk ki minden egyes pontparndl a felezdpont, és a

n osztd pont koordinatait!

e
L

Yo
»
P {
2
pg
Yo

1

9

2

X
Yo
X

koordindtakkal

Szdémitsuk ki a P_ P

indles
o P PzA teriletét!

. "
pl ¥ paA teriilete ?




EFeladatok:

Descartes-féle koordindtatranszformécidk

al A koordindtarendszer eltoldsa

Mik lesznek a Pl (5, 7) pont koordindtdi, ha az eltolt koordinta-

rendszer origdja o’ (2, -3) koordindtédkkal rendelkezik?
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b/ A koordindtarendszer elforgatdsa
Mik lesznek a P (3, 2) pont koordindtdi, ha a koordindtarend-

szert elforgatjuk ( = 45°-kal?

% cosLP+ y sinLP=

Feladatok:

2

| 7

§ Toljuk el a koordinatarendszert x irdnyba -3, y irany-
-

ba -4 egységgel, Mik lesznek a pont koordinétai?

X irdnyba 8, y irdnyba -7 egységgel

Forgassuk el a koordindtarendszert LP = 60o—kai.

Mik lesznek a pont koordinatai?

Egyenes az analitikus geometridban

Példak:

1. Abrdzoljuk a Descartes koordindtarendszerben a -4 x + 3 y =
egyenlettel adott egyenest!
2

+X=1
a

a/ Hozzuk b

Y
/ tengelymetszetes alakra, ahol
7 i

a és b a tengelymetszeteket

jelenti,




b/ Explicit alakra hozva

y=%x—4

Az egy egységnyi jobbrahala-
dashoz tartozd ordindtaérték % !

Az egyenest pontosabban raj-
zolhatjuk be, ha jobbra 3 egységet

szamldlunk és az ehhez tartozd 4

egység ordinata értéket vesszuk fi-

gyelembe,

2, Hatdrozzuk meg az elSbbi egyenes hajlasszogét az x tengellyel!
4 2
y:gx-—ll; 1,3338
Mind a sinus, mind a cosinus elJjele pozitiv, ezért a szog hegyes-

sz0og, tehéat \P - 53,10.

3. Vegyunk fel a 2 x + 3 y = 6 egyenlettel adott egyenesen egy pontot,

amelynek abszcisszdja 6!

12 + 3y = 6

4, Hatarozzuk meg a 2 x - 4 y = 7 egyenlettel adott egyenesnek a
normdlisdt és a normdlis hajlédsszogét!

Az egyenletet

X cos(.y + ¥y sin ‘f = p normdl alakra hozzuk a

szorzdszadmmal, amelynek azt az eldjelét

vesszilk szorzdskor, amely a jobboldalt pozitivva teszi:




1 %
AY4+16 'Y_?E
7

2x _ 4y .
A 20 ‘\/20 1 20

egyszerusitve

-

cos(fa —/v}-?
1

7
e 2

5 s a5

; -2
sin() = -
Sl

eyt - Ny

5. Hatdrozzuk meg a 2 x - 3 y = 5 egyenlettel adott egyenes tadvolsagéat

a P_ (4, -3) ponttdl!

d ‘xl cosﬁf-t- £ sin{) - p‘

2 3 5
= X - y -
1 113 S - g b5
értéket téve

9 5 12

d

B
I’V13+113—113 113

A "d" elGjelébdl a pont, az egyenes és az origd elhelyezkedésére
kovetkeztethetiink, Ha d > 0, akkor a pont és az origd az egyenes ki-

16nb62z8 oldaldn van, ha d< 0, akkor ugyanazon oldalén,

6. Parhuzamos egyenesek tévolsdga,

Szémitsuk ki a
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egyenletekkel adott egyenesek ko-

zotti tdvolsagot!

2 X + 3__y= 4 :
4 F%) Y13 13

11 egyenesen egy pontot, Legyen

Felveszink a 4 x + 6 y

X = 2

akkor 8 + 6 y = 11
y:

Kiszamitjuk a P ( 2; ) pont tévolsdgdt a 2 x + 3 y = 7 egyenlettel

megadott egyenestdl

3

L 05 E-

PR W A o P8
A5 AW S| e

b/ Szdmithatjuk a két egyenes tdvolsdgét ugy is, hogy az utdbbi

egyenesnek is kiszdmitjuk az origétdl valé tévolsdgét és képezziik a két

tavolsag kilonbségének abszolut értékét,

S AN N
152 sz sz

3 A © Wiy el sy
13 23| 2T

7. Két egyenes metszéspontja és az Aaltaluk bezdrt szog,

12 x - 13 y Szamitsuk ki: a/ a metszéspont koord-
it,

3 x+ 4vy b/ a kozbezart szdget.

8 + 13 24

T 48 + 39" 87




ot = 180° - 79934’ = 100°26

oK = 100°26’

8, Az egyenes paraméteres egyenletei:

a/ Hatdrozzuk meg a P, (1, 5) ponton &tmend és

vektorral pdrhuzamos egyenes egyenletrendszerét!

= 1 + 2 t

b/ Hatérozzuk meg a P, (2, -3) és P, (3, 5) pontokon &tmend

egyenes paraméteres egyenletrendszerét!

Az x xo+(xl—x t

o

Yo' t (¥4 = Vo) -t

egyenletek alapjan




Feladatok:

Szamitsuk ki a kovetkezd

nak hosszét, a normdlis hajl

gét!

Szamitsuk ki a kovetkezd egyenletekkel me

széspontjdt és az altaiuk bezart szdget

3l
)

Hatdrozzuk meg a kovetke

eg

J

6 x -10'y'= 11

e

o

Hatarozzuk meg a kovetkezd

egyenletrendszerét!

egyenesek normdlig

megadott ponttdl valé tavolsé-

sadott egyenesek met-

uzamos

paraméteres




= =2 + 5t

- 344t

17, Adva az egyenes I_ X
| v
5

yaraméteres egyenletrendszere, hatdrozzuk meg a A x + B = C Aaltala-
P ’ !

nos alakjét, tengelymetszetes alakjat és normdl alakjat!

18, Allapitsuk meg, hogy az A (3, -2), B (1, 6) és a C (-1, 2) pon-
ok egy egyenesen vannak-e?

2) ponton &t olyan egyenest, amely egyen-
ra van a P, [ < 3) , =5) pontoktdl! Szémitsuk ki a
pontok &ltal meghatdrozott haromszog teriletét, magassagvona-

ulypontjénak koordinétdit.

™

&£

Az AB egyenesen mozog egy pont. Mi a mértani helye az AP és
szakaszok f0lé rajzolt négyzetek kozéppontjait Osszekdtd szakaszok
felez8pontjainak, ha ezek az egyenes a/ azonos, illetve b/ kiilonbszd ol-

dalan vannak?

Masodrendu alakzatok

Altaldnos alakjuk:

- x a " 2 a X 4+ 2 a a 0O
12 FE ¥ Coodky * < 943 g3 Y *- Sy ®N

Az egyenletbdl, ha az x y -os tag hidnyzik, konnyen meg tudjuk

dllapitani, hogy az egyenlet milyen gorbe egyenlete,




Példak:

1. Abrdzoljuk az x

masodrendu gorbét!

5 5
. - < » G
Mivel x és y

egyezik az egyenlet kor

Az egyenletet atalakitjuk

enletével,

h

e . 2
2, Abrazoljuk a 2 x +

feleld mésodrendu gorbét!




o
<

és y egyltthatéja csak elbjelre egyezik meg, Az egyenlet

az egyenlete,

A linedris excentricitas

A numerikus excentricitds




arabolanak

P

gvenlet




_i:;’_;_.%)i

b

yei parhuzamosak a koordind-

B> 0)

sem abszolut értékre nem

hiperbola,

hogy az aszimptotdi le-

PAld &k

A

. - r < 3
Abrazoljuk a c 2 . - F 24 0 egyenletnek meg-




A numerikus excentricitas

e, L8y

a /q 5

4 2 2 . : e s, .
5, Mi lesz az x -y = 9 egyenszaru hiperbola egyenlete,

natarendszert LP 25 =452 kal elforgatjuk?

2
9

1
= oxs

2
Dy
9




rendszert megoldjuk az

nézve

behelyettesitjiuk az

>gyenletbe

esszoket elhagyva

-5

ndszerben végezziuk, mégpedig
a harmadik negyedbe, ha nega-

a hiperbolat!




Lasd az A&brat

Tengelyeltolédds nincs

6. Abrézoljuk az

sodrendu gorbét!

Elvégezzuk







egyenletbdl

amibdl

8. Allapitsuk meg

S

lyen masodrendiu gorbe egyenlete?

Mivel az egyenletben x y -os tag is szerepel, nem tudunl
méasodfoku tagok egyiitthatdi alapjan semmit se mondani,

Képezzik & 33 determindnst és Aallapitsuk me Z

eg az

< 0 ezért az

koordinatdit

1,5 \'

1,

egyenletrendszer x = 2; y = -3 megoldasai adjak.

Az eredeti egyenletbdl, ha az altaluk meghatdrozott egyeneseket

rdzolni akarjuk, célszeru az x-es, y-0s és

Nézziik eldszor az eltolast!

és x y-os tagokat kikliszobolni,






Mdasodrendu gorbék érintdije

Példak:

9., Kozépponti helyzetu ellipszis érintdje,

Az ellipszis PO (xogyo) pontjdhoz tartozd

huzott

Ha ¥ - 0, akkor a nagytengely két végpontjaban
van szd, A képlet ebben az esetben is alkalmazhatd, hiszen he

o akkor az érintd egyenlete x
akkor az érint6 egyenlete x = -a,
adott méasod:

meg az y = 2 e o egyenletiel
2 x -5 =9

Hatarozzuk
pontjdhoz tartozd érintSjének egyenleté

3; 7 = g

10.

egyutthatdmatrix felh

a'.)
e /

23

(all,é+ alz’?-»- a13) X + (a21§+ a,, N+

- (a31§+ a,,7 + a33) =0

Osszefuggés alapjén, ahol P (; ,OZ) a godrbe pontjdnak ko«

(0+ 6 -3) x+ (3+ 0 -

Az Osszevondsokat elvégezve az érintd egyenlete

-9 x + 33,




egyenletben a K

syenlet egyenespdr egyenlete legyen!

gyenlet parhuzamos egyenespar




A2= -4—-nél/U/= r

A kapott A és Jw értékek mellett bontsuk egyenesekre!

4 ; /L(/= -7 -nél az egyenlet atmegy a

2
4 Xy + 2y - 7x-7y+ 3 = egyenletbe

ezeket az értékeket a jobboldalba beirva Cl : C, értékekre tudunk

kovetkeztetni




0 -ndl az egyenletet ( -1) -gyel megszorozzuk

transzformaciéval atmegy a




egyenletbe,

A szorzdsokat elvégezve

egyenletet,

Az elsdfoku tagok kiesnek, t

4§+472-7=o,

Legyen §= 0,

marad a

Szorzat alakban

azonban

helyettesitéssel

alakba megy &t és




slembe véve, hogy é = 40 D¢ kapjuk,

onléképpen adoéd : ;= és MW= 7 mellett

egyenlet milyen

a gorbérdl tudni, mivel magasabb ma-
elmetszilk a gorbét egy,

atmend egyenessel, Ha van valds metszéspont, akkor az ellip-

ki, ahonnan
addédik,

egyenessel, marad az egyenletbdl




Vah valés metszéspont, teh&

2 2
14, Az x + y = 2 x egyenlettel

rozzuk meg az érintSk egyenletét!

A P (-1,0) pont nincs rajta a kord

A1t

pontjait

Képezzuk a

pontokon &tmend egyenes: ek adott pontbdl

gorbéhez huzhatd érintd egye : oli gyenietuk:




enletekkel adott mésodrendu gorbéket

érints yenes egyenletét!

snak koordinatAit




2
24 x y + 16 y 40 x + 30 y

A konstans megvdlasztdsdval tegyluk degenerdlttd a mésodrendu

egyenletnek megfeleld gorbét!

27, 3x2—4xy—2x+4y+/1=0

28, Hatdrozzuk meg A -t ugy, hogy az

2

X +2).xy+4y2+2x+ly=0

egyenlet valdés metsz8 egyenespdr egyenlete legyen és hatdrozzuk meg a

keletkez3 egyeneseket,




Hatarozzuk

adott hdromszogeknél
h&romszog csucspontjain:
haromszog teriiletéet
2 haromszogbe |
és s a kerulet fe
a hdromszog koré
sromszog oldalai és T a haror

a haromszog sulypontjat

a hdromszodg magassagpontjdnak koordinatait,

pontok Aaltal meghatarozott

pont?

gyenletét, amely érinti mindkét

meg a (1; 2) és FE ( ) pontokon &tmend kor su

£, 2
anaxK nosszZal, amel

3

Lo

a 2 x%» 5

egyenlettel adott egyenesnek wvann




az utdbbi kor egyenletében hatdrozzuk meg r értékét ugy, hogy a két kbr

kozos érintdje parhuzamos legyen az y = x egyenessel,

‘1 | =2 3 . . (4; 0) és P,j (8; 8) pontok egy olyan para-

yola pontjai, amelynek tengelye az y tengellyel parhuzanos, Hatarozzuk

g a parabola csucspontjét,




Egy ponton atmeno

V if"‘(:’ll"l}’g;v oa







d/




Az egyenes két Altaldnos sik metszésvonalaként van adva,

. kovetkez8 egyenletekkel adott egyenest explicit alakra

megoldjuk az y és 2z ismeretlenre

-10




nt Altal :neghatdrozotit egvenes egyvenletei:

1\

ponton &tmend egyenes egyenletét,

araméterrel

osszefuggé

apjéan

egyenes egyenletének felirdsara,

Atmend

egyenessel parhuzamos




k az adott egyenes irdnyé-

egyenletrendszere

>

paraméteres egyenletrendszert kapjuk meg, ha

egységvektorral dolgozunk,

Osszefliggés alapjan

+ 37+ 2k) =

3t T+(3+2¢ k.

5t felirhatjuk az egy ponton &tmend

egyenletek alapjén .

iranytényezdket kell a megadott




E zeket

nyerjuk az




al] A megadott egyenes iranyvektora: v

gyik pontja: P

J

egyenesen

) pontokon atmend egye-

S

4

egyenletrendaszer
=>J =




k egyenesre

az egyenes és a sik doféspontjat.

ja

A

O

egyenes paramétei

amint ezt megolddsban l&ttuk, N
szamitott

t, Az egyenes irany




Pont felvétele egvyenesen,

Példak:

=@ -
= I 4 ; 2 = 2_43 egyenesen vegyunk fel egy pontot,

X

Az

Ha a pontra nézve nincs semmi egyéb kikdtésiink, vehetjik azt a pontot,
amellyel az egyenes egyenletét felirtuk, mert ez az egyenletbdl azonnal

leolvashaté, Ez a P (2; -5; 3),

2, Vegylink fel az x = 2 + t; y = -5 - 3t; z =34+ 2t egyenletrend-
szerrel adott egyenesen egy pontot, amelyre nézve x = 0,

A feltételbdl t = -2, Igy a keresett pont:t P (0; 1; -1).

Vegoves feladatok a térbeli egvenessel kapcsolatosan

Példak:

1. Allapitsuk meg, hogy metszik-e egyméast az z:;

és az x = 3 t 2;, y=4; z = 2t egyenesek!

a/ Ha van kozos (x; y; z) pont, akkor ez a kovetkez8 egyenleteket

nyilvdnvaléan kielégiti:

A négy egyenletbdl harmat kivélasztunk a kozos pont meghatdrozésara,

Az

egyenletrendszer megolddsa az x = 1; y = 4; z = % értékharmas, amit
2 . p
behelyettesitve az )—{-; = ?22— eddig fel nem haszndlt egyenletbe




venletbol t - . illetve t = =
6

I > P 2 1l — 7 P = v
Szer adodik, anonnan




egyenesek

metszéspontjat,




4, Hatéro:




dott egyenes egyenletrendszerének

gyenes iranyvektora

egyenletrendszere tehat

5 ) e




egyenesek irdnydba esd wvektorok haj-

iranyvektora:

wyvektora:

A hajlasszog cosinusa:

hajldsszog 180°-ndl nagyobb nem lehet

Feladatok:

Allitsuk el az egys | parameéteres, s parameéterx

zO adatok mellett:




egyenessel parhuzamos egyenes egyenletét!

10. Hatdrozzuk meg a P g

1 (3, -2, 5) ponton &mend és az

v + 3 -

4 ot P 2
= 5 5 egyenesre merdleges metszd egyenes egyenletét!

X - 2 zZ -
2 -4

11, Adott az egyenes, Vegyiunk fel rajta egy

pontot, amelyre nézve

12, Hatdrozzuk meg az x - 2=—% :,35 - 22_ 3

-5+ 5¢t; z=3- 4t egyenesek metszéspontjat!

13, Dontsiik el a kovetkez8 térbeli egyenesekrdl, hoc

zamos, melyik kett6 kitérS és melyik kettd metszd eg

al 5 -5t

2 + 6t

3-4tJ




A sik egvenletei

1. Altaldnos egyenlete
A x + By+ C + D=0

ahol A, B, C és D egyiitthatdk tetszllegesek A, B és C egyidejiileg

nem egyenldk nullaval,
2. Normdlegyenlete

x cosX + y cos/‘3¢ z cosY = p,

ahol cosX, cosﬁ; cos '[ a normélvektor irdnycosinusai, p a sik elGjeles

tAdvolsdga az origdtdl,

3. Tengelymetszetes egyenlete:

X b4 %
a*b+c 2

ahol a, b, az x, y és z tengelybdl lemetszett szeletek,

A

4, Kétparaméteres egyenletrendszere:

Hatédrozzuk meg a 2 x - 3 y - 6 z = -18 egyenletiel adott sik nor-
mélegyenletét,

Beszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat a

1

A= :
Al 2 2
—V'A + B° 2 C

Megjesvyzés: )| lehet pozitiv is és negativ is, A két elSjel koziil min-

dig azt valaszijuk, amely a jobboldalra rendezett szabad tagot pozitivva

teszi,




ahonnan

irdnycosinusok

irAdnycosinusok

irdnycosinusok

irdnycosinusok

Pont tavolsdga siktdl

Szdmitsuk ki P (3, 2, 7) pont tAdvolsdgédt az x - 2 y + 3 z =-18

18_4/1= 1 2

o X +2;,1_32:___
@ m /\(E ﬁ -1+ 4+ 9

i
,’VM
\ X, cosX + Vs cos//5+ z, cos'b", pl

:‘_ . TESEC " L AR 1 T

Y1a  J1a  Aaa ’\/14 ’\!14

Feladatok;

Két pdrhuzamos gik tadvolsdga

Hatérozzuk meg az







a/ skaldregyenletét
b/ Hesse-féle egyenletét

c/ tengelymetszetes egyenletét,

3
al A sik skaldregyenletét a E : (xi - yi) n, = O Osszefluiggés alap-
4=
jédn, ahol x, a futépont koordinatait, y; az adott pont koordindtdit és n,

a v vektor irdnydba mutaté egységvektor koordinétdit jelenti (ni helyett

A n, is vehetS, ahol A valés szém,)

2

T

a kijelolt miveleteket elvégezve, 6sszevonva és az egyenletet VZl—gyel

(x1+3) - (x, 3 ¢+ 1) 2

megszorozva kapjuk a

skaldr egyeniletet,

b/ A Hesse-féle egyenletét a x, cos 0(1 + X, cosX, +

* Xq cosO(3 -850 Osszefliggéssel Allitjuk eld, ahol x, a futépont koor-

dinatai, coso(i az irdnycosinusok és S a siknak a tavolsaga az origdtdl

16

T2:

°

2, Két egymést metszG egyenes A&ltal meghatdrozott sik egyenlete,

Irjuk fel az

y + 2
-1




egymést metsz8 egyenesek &ltal meghatdrozott sik egyenletét!

Az egyenesek &tmennek a Po (1, -2, 2) ponton és irdnyuk

j + 3k illetve v, = 21 - 3] - 2 k vektor,

2

A sik egyenlete:

(F-F,) h=o

(x;, - 1) 11+ (x,+ 2) 12+ (x5 - 2) (-7) = 0

11x1+ 12x2-7x3+27-0.

3. Két pérhuzamos egyenes &ltal meghatérozott 3ik egyenlete,

-~

Irjuk fol az x, =2+ 3¢ x1.3+3’ﬂ

x2--2+5t x2-2+5T

X, = 'ZtJ X

3 -1-21’/

3

padrhuzamos egyenesek &ltal meghatdrozott sik egyenletét!

Az elsG egyenes &tmegy a Pl (2, -2, 3) ponton, a mésodik a

P2 & A ﬂ ponton és kdzds irdnyuk pArhuzamos a v =31 + 5j-2k

vektorral,

Az egyenesek Pl Es P2 pontjat osszekdtd vektor:

A sik normAlvektora:




Felhaszndljuk a két pont kodziil g (2, -2, 3) pontot,

(x1—2) (-2) + (x,+2) 4+ (x3-3)7=0

-2 x, + 4 X, + 7 Xq = 9 =0 a sik egyenlete,

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha P2 (3, 2, 1) ponttal dolgozunk,

4, Egy pont és egy rd nem illeszkedd egyenes &ltal meghatdrozott sik e-

gyenlete,

Irjuk fel a P (-5, 3, -1) pont és az x, = -3+t x

=
2 :

2
1+ 3t egyenes &ltal meghatdrozott sik egyenletét!

Az egyenes P -3, 2, 1) pontjt és az adott PO pontot Ossze-

(
1 \
kot vektor:

Az egyenes iranyvektora i j k . A keresett sikra

roleges vektor:

+ 1) (-1) =0

a keresett sik egyenlete,

5, HAdrom nem egy egyenesen lévG pont &ltal meghatarozott sik

a/ skaldr egyenlete

Irjuk fel a (-1, 3, -2) P, (2, -2, 3),

g 2




sik egyenletét!

Osszefluggés

o alapjan

az els8 sora szerint kifejtve
5 (15 - 10) + x5 (10 - 3) + 9 =0 adédik,

v paraméteres egyenletrendszere,

eldz8 példédban szerepld

=

-2 < T p
) pontokon atmend sik paraméteres

egyenletrendszerét!

Osszefuggés alapjan

a sik u, v paraméteres egyenlet-

rendszere ,

ramétereket az egyenletekbdl kikliszobdljik, az el6zd
egyenletet kapjuk, ugyan-

- nO
5x2+7x3+9




6—4x1—7v]

X i 62 Ny

J> alakra megy é&t,

mindkettSbdl v -t kifejezve és egyenl&vé téve

egyenlet adddik

- 20 X, - egyenlethez

c/ Vektoregyenlete

~

Adott P (-1, 3, -2)

P, {2, -2, 3)

A keresett merdleges vektor:

;1) x (;3 - rl) =

‘= =201 -5] + 7k




a sik vektoregyenlete,

ami az

determindns segitségével
irhaté & x, y, z isme-
retlenes egyenletbe,

ugyanis behelyettesitve a

Pl, Pz, P3 pontok

egyenlethez jutunk,

A determindnst az elsS sora szerint Kifejtve
(x+ 1) (-20) - (y-3) 5+ (z+2) 7=0.
A kijelolt miveleteket elvégezve
-20x - 5y + 7z 4+ 9 =0 egyenletet kapjuk,

6. Hatdrozzuk meg a sik u

u, paraméteres egyenletrendszerét a

1’
ve2i+3]J+5k, wa-i+ 27 - és 0 (-1, 2, -3) ada-
tok mellett!

Az

o Wi ok |

i

reldcié alapjén
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Az egyenletrendszerbdl az Uy,
-19 X, + X,

skalar egyenletet,

Feladatok:

1. Irjuk fel P_ (-3, 6, -1) ponton &mend és n = 2 i

malvektoru sik tengelymetszetes egyenletét,

2. Irjuk fel a P (-2, 5, 3) pontra illeszkedd és

normdlvektoru sik normilegyenletét,

g X = 5 Vet 3 . X -
3. Irjuk fel az > = a = 3 és 6

paramétereket kikiiszobolve

v/

+ 3

kapjuk a

egyenletek Altal meghatdrozott metszd egyenesek sikjanak egyenletét!

. Irjuk fel az x1=3+2t; x2=—3—

. il Sl A ”
X, 2 + 2 D Xy 5 ZT,x

3
altal meghatdrozott sik egyenletét,

5. Irjuk fel a PO (-3, 5, -1) pont és az x

1

= 1+ 3t egyenes Aaltal meghatdrozott sik egyenietét,

6. Irjuk fel a P, (2, -1, 5); P, {3 2,i1)

altal meghatdrozott sik skaldr egyenletét és

letrendszerét,

7. Hatdrozzuk meg a sik Uy,
37 +j+2k; w=1+27+3k és 02

mellett,

u, paraméteres egyerileirendszerét

7\
<y

3)

=L

poriok

leres egyen-

-]
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gyenesre merdleges sik és adott ponton &t adott sjkra

egyenes egyenlete

3 (-2, 3, -4) ponton &tmend és az
i+ (-2+31)j+(1-20)k

erOleges sik skaldregyenletét!

alapjan

szefuggesbol

ezt és a PO pontot kapjuk

22

algebrai &talakitdssal és rendezéssel a

egyenlethez jutunk,

. (-1, -2, -3) ponton &tmend és az

e |

""‘\“-:Z“ egyenasre mardleges sik skaldregyenletét,

ormdlisénak irdnvédba mutatd wvektor




vis 37427 <24k

v irdnydba mutaté egységvektor, vagyis a sik normdlisa

-0 % 4

- 2-._
Y Tz e T e

Ezt és P_ (-1, -2, -3) pontot figyelembe véve

k

2 &

+ (x, + 2) oy,

(X1+1) 'VZ —:V__z——g_—(x3+3) ,v2—9

3. Hatdrozzuk meg a P_ (3, -2, 1) ponton &tmenS és egy az

+ 13 x3—2

3 4

egyenessel parhuzamos 8ik skaldregyenle-

Az egyenes irdnyvektora; v = 21 + 3 + 4 k

v-re merdleges vektor a

v.pr = 0 alapjdn hatdrozhaté meg

.r=(27+37J+4k) .(-Ti+27+Aak) =0

-2 + 6 + 4A

nem mds, mint a sik normdlvektora, Ezt és az adott PO (3, -2, 1)

pontot felhaszndlva a sik egyenlete

(x, - 3) (-—1)+(x2+2)2—(x3+ 1) = 0

.

amibdl
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4, Hatdrozzuk meg a P (3, -1, 4) ponton &mend és a 2 x + 3 y - 42z=
= 6 egyenlettel megadotit sikra merSleges egyenes egyenletét!

al Az adott ponton &tmen8 egyenes egyenlete:

A sik normélvektora: v (2, 3, -4), igy a keresett egyenes egyen-

-’
3

b/ Ha az explicit egyenletet akarjuk meghatdrozni az el8bbi egyen-
leteket y-ra és z-re meg kell oldani,
Meghatarozhatjuk az egyenes explicit egyenletét ugy is, hogy a meg-

adott sik egyenletébdl leolvassuk az

o =i C
oo Bae. i A

értékeket, majd ezeket és a megadotit pont koordinadtdit behelyettesitjiik az

egy ponton &tmend térbeli egyenes




Feladatok:

1, Irjuk fel a PO (-2, -5, 3) ponton &men és a v=-51+ 37 + 4k

vektorra merdSleges sik a/ skaldregyenletét, b/ Hesse-féle egyenletét,

c/ tengelymetszetes egyenletét,

2. Hatdrozzuk meg a P_ (2, -2, 5) ponton atmen8 és az

r=(-1+2t 1+ (2-31 j+(5+ 3t k egyenesre merdleges sik
skaldregyenletét,

3. Hatérozzuk meg a P (-6, 2, 1) ponton &tmend és az

+ 2 b T x, + 1
1 P 3 i ¥ ‘ s
3 = ) = > egyenesre merdleges sik skalaregyenletét ées

u., u, paraméteres egyenletrendszerét,

s (LaRey

4, Hatérozzuk meg a PO (5, 7, -3) ponton &mend és az x - 2 y +

+ 4 z = 8 egyenlettel megadott sikra merSleges egyenes explicit egyen-

letét,

5. Hatdrozzuk meg a PO (3, -1, 4) ponton &mend és a 2x + 3y -

4 z = 6 egyenlettel adott sikra merdleges egyenes t paraméteres egyen-

letrendszerét,

6. Hatdrozzuk meg a P_ (-5, 3, -2) ponton &mend és a 4 x + y -
- 5 z = 13 egyenlettel adott sikra merdleges egyenes vektoros egyenle-

tét,

Egvenes és sik kolcsonos helyzete

Egy egyenesnek és egy siknak

al ha kett§ vagy ennél tobb kozds pontja van, akkor az egy
benne van a sikban,

b/ ha pontosan egy ktzds pontja van, akkor az egyenes dofi a si-
kot,

c/ ha nincs kozds pontja, akkor az egyenes pdrhuzamos a sikkal,

Példak:

/Sdlapitsuk meg a kovetkezd feladatokbarr, hogy az egyenesnek és

a siknak van-e kozos pontja,




van elégitve, ugyanis

egyenes benne van a sikban, ezért minden t -re &ll a sik egyenlete,

Ve

/

/

\ _'lv,

(1) —2<4+%t

thaté médon kielégiti az egyenes P, (2; =% 3)

nem, mert az x, = 3 t + 2; x2-2t—1;

a sik egyenletébe téve




A sik egyenlete: 5 x + y + 2 z

Az egyenes irdnyvektora: vy

A sik normdalvektora: v,

A két vektor skaldrszorzata

vl.v2=-10+4

tehat a két vektor egymésra merdleges, Ha a két vektor egymésra merd-
leges, akkor egy kozos pont esetén is az egyenes mér a sikban fekszik,
Ha kozos pont nincs, akkor az egyenes a sikkal parhuzamos,

A két alakzatnak nincsen kozos pontja, mert nincsenek olyan x, vy,
z értékek, melyek mellett az egyenes egyenlete is és a sik egyenlete is
kielégulne,
Ugyanis

egyenletekbdl
=2t =
értékeket a sik egyenletébe
-10t- 5+ 4t+ 6t+ 84 6.,

siknak nincs kozos pontja.

Feladatok:

Allapitsuk meg a kovetkezd feladatokban, hogy az egyenesnek és
P ’ gy 8y

a siknak van-e kozos pontja

+ 2
l 1

-
Lo




St 4es ryrenidtiz 12

Egvenes és sik doféspontjidnak meghatdrozdsa

BPéldak:

1, Hatdrozzuk meg a 2 x + 3 y + z = 6 egyenlettel adott sik és az

-% - 3; és z = % X + 4 egyenletekkel adott egyenes doféspontjét.

A doféspont az a pont, amely az egyenesen is és a sikon is rajta
van, Meghatdrozdsa ugy torténik, hogy a harom egyenletbdl allé egyenlet-

rendszert megoldjuk,

Ezzel meghataroztuk a doféspont koordinatéit,

2, Hatarozzuk meg a « + y + 3 z = =11 egyenlettel adott sik és az
z + 1 egyenes doféspontjat.

egyenlete mellé kivélasztunk az egyenes egyenletrendszerébdl
két tetszés szerinti egyenletet, és az el6z8 feladat mintdjdra megoldjuk x,

Y, 2z ismeretlenekre




-11

-18

2
5

8.
5'

3. Hatdrozzuk meg a 3 x + 4 y - 5 z + 2 = 0 egyenlettel adott sik és

az x =t; y=21t-1 és z =t + 2 egyenletrendszerrel megadott

egyenes doféspontjat
3t+ 8t-4-5¢t- 10+ 2 =0

6 = 12

A keresett pont P (2, 3, 4).

Feladatok:

Hatdrozzuk meg a kovetkezd feladatokban a siknak az egyenessel

valé doféspontjat,

i U 5X%X .5 yv.=- 6z =.13;




7 X5 ¥ 2 Y= 2 =i 63

r=(1+2t T+(2+1t) 7+ (3+ 141 k.

Két sik kolcsgnos helvyzete

Két sik lehet pdrhuzamos egyméssal és metszd,

Példa:

Hatdrozzuk meg, hogy a kovetkezd két sik parhuzamos-e, vagy met-
sz0!

2 x -4y 4+ 6 z = -5

6 x - 2y+ 4z = 13
A két sik metsz8 sik, mert az x, y, z egyiitthatéi nem ardnyosak,
A két sik metszésvonaldt ha el6 akarjuk dllitani szikségunk van egy a
metszésvonalon 1évS pontra és egy irdnyvektorra, am a metszésvonallal

parhuzamos.

A két sik normélvektorai az

vektorok

=—4_i-0-28]+201-i

vektor pdrhuzamos a két sik Altal meghatdrozott egyenessel,

Az egyenes atmegy azon a Po ponton, amelynek koordindtdit ugy

kapjuk meg, hogy pl. O-nak vdlasztjuk y értéket és az igy kapott

2 X + 6 z = -5
egyenletrendszert megoldjuk,
6 x + 4 z =




meg a kovetkezd sikpdrok metszésvonalét,

:_helyzete

spontja az a pont, amely rajta van mindhdrom si-

megoldjuk a hdrom egyenletbdl allé egyen-




Példa:

Hatarozzuk meg a

sikok kozos

megoldhatd, mert

|
|

hogy a hérom nincs
maximum hdrom metszésvc amiket
paronként allitjuk eld zzuk

fekadat mintdjéra) .




= 6; a 2x+ 4y-22
sikok metsz

Példa:
Hatdrozzuk meg az x + 2 y - 2
5x-3y+ 2 z =1 egyenletek altal megadot
Az elsd két sik pArhuzamos, ezért nincs kozds pont
Megvizsgdljuk az elsd8 és a harmadik, majd a m

dik sikot, Egyenleteik
X+ 2y-2=26 2 x+ 4y-2z
5§ x-3y+2z=1 5x -3 y+ 2z

4
mindkét sikpdr metszésvonalat,

Meghatarozzuk
6 sik normélvektora

X+ 2y

2 X + 4
rvektora

Keresink a metszésvonalon egy pontot,
mellett a héromismeretlenes egyenletrend

Pl,. x =0
2y -z=6
-3y + 2 2

= 1

egyenletrendszert megoldva kapjuk
= 11

zt az e
z = 16 és vy
A P_ (0, 11, 16) ponton &tmend és
svonal paraméteres egyenletrendgzere

metszé




masodik sikpdr Altal meghatéarozott egyenes egy pontja

1 1, - :7*>$ irdnyvektora

A Pl ponton atmend

res egyenletrendszere

;L':1+2t

14 ¢

Hatérozzuk meg a kovetkezS harom-hf§rom sik metszéspontjit, vagy

metszésvonalait,

7\} . —x+3y+52-6‘}

2 X+ 2y+2za=27

2 X + 4y+52-18J




Sik és egvenes szemléltetése

Példak:

Rajzoljuk be a térbeli koordindtarendszerbe a kovetkezi egyenletek-

kel adott sikokat:




( nyomvonal)

rajta van az elSbbi egyenesen

rajta van az utdbbi egyenesen,




. Feladatok:
-2 x+ 3 y+ 4 z= 18 3.

X-2y+ 3za 7 4,

Szemléltessiik a kovetkezd egyenletekkel

4
3

1
2

V+ 2 z=4

2y + Zp~ Jgx = 0,

adott térbeli egyenest!

Szerkesztésre alkalmasabb alakra hozzuk

Az egyenletek szerkesztési alakra
meghatérozott egyenes atmegy az origdn,

egyenesnek,

Legyen X =

nem hozhatdk, tehdt az A&ltaluk

Még egy pontjdt megkeressik az

o




P/ 4, 4:3)

Feladatok:

Szemléltessiik a kovetkez8 egyeneseket!

2.
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Megolddsok a kombinatdrika cimu részhez

3 628 800 2, 120 ; 3. 40 320
4 320 B 12 6. 86,
1152 8, a/ 2880 ; bl 5760
5040 ; 120 al 120; b/ 2880
24 151 200 13, 180
280 g 60 16, 7 567 560
120 60 19, 24
136 080 1 200 22, 9, 10°
125 531 441 25, 216
6 ; 4 . 43 949 265 28, 64 512 240

99 561 092 450 391 30. 20
56 . 28

Megolddsok a Newton-féle binomijdlis tételhez

c, részhez

1, x>+ 6 x+ 15+ 20¥x | 15 ==

2
x

3

X =3

18 b12

atl 8. alt . 28 al% 5 58 2l s 70 a° - B6ra 2 at -

-—85.2

32 a9 - 240 & + 720 & 1080a’ + 810 a° - 243 a°







= 4+ —751-1 = COS 120O + 1 sin 120o

= cos 360° + i sin 360° = 1

+ y3 +3xy

=V_2_(4C_2—+ ?1)







Megolddsok a harmadfoku egyenletel

(3




Elsdfoku egyenletrendszerek megolddsa




Megolddsok a métrix -

. Nem, ellenpélda r




P

nice = o
| |

an =i =l
|

ol @ o
|

N

i
!

!

A

i oju «Hn
[ !

S [T 2_5 0
e

Igen, mert ugyanis

18,

( r.p)= ( glp)

B

A

( Por)




C1 £ C

( p,p) (rﬁﬁ

19. A feladat megolddsa ( 2,2) tipusu méatrixokra a kovetkezs:

i 251 (bzz = b11_)” Pyy 225

a
s § - b21

257 P2
12 by,

a

N

Miszerint, ha példaul: ay, =

Q22

all

Igy elSdll olyan két métrix, amelyeknél az egyik a mésiknak szé&mszorosa,

lyen specidlis métrixokndl (n, n) tipusra is igaz a kommutativités,

Legyen

A =




Megolddsok az Altalénos_linedris egyenletrendszerek cimu részhez

= - 4 -nél 2

egyenletrendszer megoldhatatlan, mert Q (D)

o = >
<, - C 4.c=3a+

pl. a kivdlasztott két fiiggetlen oszlopvektor az els8 ketts (a, b),

or a harmadik

magasabbrendu aritmetikai sorozat és sor cimii részhez

18, 54, 162, ... elemek nem alkotnak magasabbrendu szémtani

sorozatot, mert mértani sorozat elemei, Az elsé és a tovAbbi differencia

ozatok elemei szintén mértani sorozatot alkotnak,

SUL

Az otodrendu sorozat elsé hat eleme: 2, 1, 3, 12, 37, 98 .,

. els8 10 négyzetszdm Osszege: 385 ,

., els8G 15 kobszam Osszege: 14400 ,

sorozat 20-ik tagja: 381. A 25 elsS elemének

coo
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Megolddsok a végtelen szdmsorozatok cimu részhez

5 9 17
2. 3’2’4’8

9 ose

1 a3 1
3 100 - 300

0,33 esetében a kozelités hibjja

1. 1!

. Az —-—;—<—-§ egyenlStlenséget kell megoldani n-re, Beszorozzuk az
2 10

egyenldtlenség mindkét oldalét . 105 -nel

§0° < 2",
Mindkét oldal tizes alapu logaritmusat véve
5<nlg 2

lg 2-vel elosztva mindkét oldalt kapjuk, hogy

5
7 <n ; 1808 .= 0,9010"..

Ig 2 értékét beirva

5

Fodataned o
0,3010 °

ahonnan n > 16,63, és mivel n egész szédm ezért n = 17-t6l kezdddd

tagokra igaz, hogy 1072 értéknél kisebbek, tehdt mar

1 & 1
217’ 105

a
N+ 1

6. a/ A sorozat monoton, mert
n

b/ A sorozat korldtos is, ugyanis a

—» 0 és ezért an——>-1 .




sorozat monoton csokkend voltdra kovetkeztethetiink ugy, hogy
Altaldnos tagbdl kivonjuk az & .1 altalénos tagot, A kivonast

elvégezni, hogy paroséval irjuk fel a kilonbségeket

& .1 pedig n + 1 tagbdl, ezért az n-edik
I}

1 -edik tagjadt vonjuk le, igy kapjuk, hogy

(1+_Q_+—-.Lé—) >O,
\ (n + 1)

\nN
/] mono-

monoton csokkendleg —® 1-hez és (l -

2

ovekeddleg — e-hez e O=In1< ln( 1+ —]T'r")’<an<ln (l +
n

A sorozatrdl beléttuk, hogy monoton és korlétos




Megolddsok a fiiggvény fogalma, egyszerubb flugsvénvtranszformdcidk

cimu részhez

Abra az 1. feladathoz Abra a 2, feladathoz

y= 262+3

Abra a 3, feladathoz a 4, feladathoz




Abra az 5. feladathoz 6. feladathoz

Abra a 7. feladathoz Abra a 8, feladathoz




y=XV25—x?

&i
3

Abra a 9, feladathoz Abra a 10, feladathoz

o

feladathoz

Abra a 12, feladathoz




e TS
s
s

-

feladathqz

a 106,

Abra




(x - 2) (x + 3) O-bdl:

(-oco<x <+00),

(1< x<1) (-co<cx<1 -

paratlan; o paratlan;
paros; pératlan;
periodikus, p 6T nem periodikus
periodikus, p T periodikus, p =7r

sin 2 x + 2 Y = 2-cOS-2 X

a sin (bx + ¢c) + ¢ y = A cos (Bx « € + D

a: amplituddé A: amplitudd

2T T
periodus: E periodus: 2];

faziseltolédés: x = - % faziseltolédds: x = - %

d: eltolédéds az y tengely D ugyancsak

mentén,




37. feladat abraja . feladat &braja

| Y
\ / y=2c0s 2%
\ = X

2 cos (2 x -

~

periodus: J|

faziseltolodas:

fazis e: x
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41, feladat &brdja 42, feladat &abraja

Megoldasok a fiigevény, inverz fligesvény kapcsolat cimu részhez

Abra az 1. feladathoz Abra a 2. feladathoz




Abra a 3, feladathoz Abra a 4, feladathoz

l1im sh x
X o o0

i ovanvealk PR, 8
fuggvenyek algebrai

sh x fliggvény




Ertelmezési tart.:

-0l X<+ 00
Ertékkészlete: -090<sh x <+ 0o
Paratlan fiiggvény, vagyis sh (-x)
Inverz fiiggvénye: ar sh x = In (x + %% 1)
y = ar sh x, értelmezési tartomdnya: -00<x<= oo

értékkészlete: -cO<ar sh x < + ©cO

pdratlan fiiggvény: ar sh (-x) - ar sh x,

1
X
e
-1
X
e

ex + e—x
bl S ok
X+=00 @ - @

Ertelmezési tart.: x% 0

Ertékkészlet: 1<cth x<-1 .




\\g: arcthx

—— a—

’*x

rtelmezési tartomanya:

B cth =,

inverz flugesvény kapcsolat felhaszndldsdval meg-

oldhaté egyenletek cimii_részhez

L
8

e
4
















-12x4+~_.12x3+4x—1
(6x3+1)2

(52 + x2) (a+ x)2

Pigins (;(XI<A{-’E—>

a2+ b2

2+ b2)

(x + &) (x

x> -a

1
Y Jp—
v1+x4
4
- X

1 + X
i (lxld 2
1 * I




_a paraméteres alakban adott fliggvényekkel kapcsolatosan

-—zctgt(o<(t)<’fl’)

D

sign t (0<|t|< + oco0)




gy
dx

—

2 2In(2 x4+ 7)

|
1)(2x+7)_<2x+1)2 !




Megolddsok a differencidlhdnvados ért€éke a fussvény adott pontjidban

cimu részhez

venletének felirdsa

Megolddsok az érintd egvenes és normdlis egvenes e

=

cimu részhez




-

akkor ha tz =3 i 2 -0 felé,

Ennek alapjén Pl {3, 7} ;

Megolddsok a subtangens, subnormdlis cimu részhez

4 f;

3
2
1433
2 1e
1 2
41n2/ﬁ6+(1n2) :

2V’10 = 2 V2.




1) relativ minimum hely

inflexiés pont

2

—6) rel, min;: P ((), -2) rel,max,; :3 inflexiés pont

rel.min,;

) inflexiés pont

1\
L, 5 ) rel,max,;

(0, 0) inflexiés pont;

inflexids pont

e, MLl o a a '\ . l
(0o, L/) rel.min,; 132(-;-;—— ' Z ) inflexids pont;

V3

) inflexiés pont

P, (-1, 1) rel.max;




o 2W/3

3, 2 ) inflexiés pontok

8 . :
» = 9 > inflexios pont
rel.min, Inflexiés pont nincs

rel, max,

-4[2_ C’}f;

inflexids

pontok
















feladsa




>sszik tekintetbe,




ara 24
meter,

Ennek a




























tavolsdgra ha-




MdAasodrendu alakzatok

<

Dy







\

' i

Q

~
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